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NUOVA ESPOSIZIONE DELLA TEORIA GENERALE DELLE CURVE DI ì" ORDINE 

IN COORDINATE TRILINEARI 

PBB 

ENB1CO D OVIDIO 

letU all'Associazione delle conferenze di Matematiche pare ed applicate in Napoli 

1. Un soggetto» che i geometri moderni studiano con predilezione, sono le coor- 
dinate trilincari. Ed in vero la simmetria e la generalità, che esse inducono nei 
calcoli di geometria analitica, valgono a compensare in gran parte la complica- 
zione maggiore , che le formole acquistano , comparativamente alle analoghe in 
coordinale Cartesiane. Inoltre le coordinate trilincari si prestano con molta pie- 
ghevolezza alle tante trasformazioni, di cui sono suscettive le funzioni omogenee , 
e rendono utilissime le recenti scoperte degl'invarianti, covarianti e contrava- 
rianti , o in una parola, la teoria delle sostituzioni lineari. Ora ognuno sa come la 
sostituzione lineare non sia altro che la traduzione in formole della trasformazione 
delle figure correlative , la quale comprende quella delle figure polari-reciproche 
e delle proiettive, due armi potentissime della geometria del nostro secolo. 

La scienza possiede parecchi trattati intorno a questa materia. Citerò fra gli altri 
più recenti: Ferrers (Trilinear coordinates) , Chelini (Sulla teoria de sistemi sem- 
plici di coordinate, Bologna, i86S),Whit\Dorth {Trilinear coordinates, Cambridge, 
4865). Senza parlare degli articoli disseminati ne'periodici scientifici, massime nel 
Quarterly Journal, nel Messenger of Mathematics, nel nostro Giornale di Matema- 
chc, nè di una memoria del Faure, della quale solo un sunto trovasi neWoutelles 
Annales, 1863. 

Nelle citate opere sono ampiamente svolti i problemi sulla linea retta. Ma non 
potrebbe dirsi lo stesso di quelli sulle coniche, i quali vi si trovano meno nume- 
rosi, e, quel che più monta, trattati con procedimenti fondati sopra idee disparale 
e ristrette. Manca insomma la unità metodica , senza la quale non è progresso 
vero. 

Intanto a me pare che la teoria delle rette coniugate rispetto alle coniche sia 
capace di sopperire a questo difetto. Alle rette coniugate si riannodano i più co- 
spicui problemi intorno a' diametri , assi, fuochi, direttrici, polari, e te:. E nulla- 
dimeno gli autori non hanno forse intraveduto qual partito possa trarsi dalle me- 
desime, come quelle che ci pongono in grado di trattare gran numero di questioni 
relative alle coniche, informandoci ad un principio unico, ed evitando di ricorrere 
a speciali artifizi! ne' singoli casi. 

Nel presente scritto mi sono studiato di giustificare tale asserzione. Nè io credo 
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di avere esaurita la mia tesi. Pure spero che questi cenni , che io do , non rièsci- 
ranno infecondi e sgraditi. 

Richiamo specialmente l'attenzione del lettore sull' ordine seguito nella esposi- 
zione ; avendo io tenuto di mira che essa fosse applicabile con prolitto ned' inse- 
gnamento, nel quale le coordinale trilineari hanno oramai dritto di entrare. 

2. Definizioni. Sia 

f(x, y,z)=iix t +iy t +wz*+lu'yz-i-ìv'zx-ì-iu)xy=Q 



l'equazione generale di secondo grado fra le coordinate trilineari x, y, z, di un 
punto mobile riferito ad un triangolo fondamentale o coordiwto , di cui chiamo 
a, b, c i lati, A, B, C gli angoli, A la superficie. 
Rappresenti 

u W »' 



D = 



w v u 
o' u' w 



il discriminante della forma quadratica ternaria f[x, y, z); e rappresentino 

U, V, W, IT, V', w 
complementi algebrici degli elementi di I) 



a, v, v, u', v, 



cioè sia 



U=tw— u* V=to«-c", W=ur— to' 1 , 
U'=rV-nu', V'=«>V— tv', W's=l*V— W»', 

da cui si trae 

UlH-WV+Y 'r , =W'w'+Vr+U'«=VV+U , ii'+ Wu>= D, 
U»'^W'p^V'u'=Ut/-^WV^V'tt>=W'c4-U«'4-Uto=W / u-hV»r'-4-lJ't's 

V'M4-UV-4-Wo'a»W+U't?-*-WH'=0. 

u W V 
W V U' 
V U' w 

il determinante di questi complementi ; e le note proprietà di siffatti determinanti 



Sarà 
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daranno 



)■' 3 if 
U W V 
W V U' =D*, 

v ir w 

VW-U"=D«, \VU-Y»=Di», UV-W=Du>, 
V'W— UU==Du', W'U'— W=Dd', U'V'-WW'=Dw'. 

3. Alcune trasformazioni. Noto qui alcune formolo di trasformazioni , die sa- 
ranno di uso frequente nc'calcoli avvenire. 

a) Sviluppando il seguente determinante secondo i prodotti degli elementi posti 
•all' ultima orizzontale e siili' ultima verticale , si ha 

U ir' v ' X ' 
to' v n' y' 

a? y x 0 ; 

b) Parimente , 
U W V x' 

w' v ir ,/ 
v u' w * 

X y z 0 



o) Patimento 



« ^uxx'^y'^sz'^u'iyz'^ty^i-v^zx'^xz')^^^^ 

= U\ d J-x± d -Ly+V) 
i \dx> X +dy' V ^dz' Z j- 



u to' r' 



W' v u' 



u w 



d l "Lir „ 

I dx dy dz 



IL 
dx' 

± 
dz' 



** & <h <<!/' dz dz'^ \TydP + TzTyj + V \TzTx'+ Txlh' ) 

h-w (*L*L+iL£\ 

Kdxdy'^dydx'J- 
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Qui sottraendo dall'ultima orizzontale lo precedenti moltiplicale per Ix , 2y , ir 
si trova ancora 



dx' 
dy' 

ÌL 

dz' 

d .L±!!l o 

da: dy </* 



ti ?r ti 



to' ii n 



rf) In queste identità ponendo x'=x, y'=y, se ne traggono le seguenti: 



u u> n oc 



W V H V 



r' u' w z 



t y 2 0 



lUar'+Vy'+Wz'+aU'yH-SV'iaM-aW'xy ; 



U W V' x 

V 0' W 2 

x y s 0 



= D./>, >/,*); 



li V' »' 2 
dx 

to' r M* ^ 
dy 

ÌL 
dz 

*f £ £ 



r* w' io -r 



=4T)./-(a\y,2). 



La forma 



<te dy <is 

UxM-Vy'-t-Wi'-f 2 U 'i/x+2 V'zx-t-2W'xy 
dicesi aggiunta o reciproca della /*(ar,y, fi. 
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Le precedenti relazioni avrebbero poluto anche stabilirsi, considerando le x,y,z 
df df df 

e le — , -— , -— come due sistemi di variabili conlragredienii. 
dx dy dz 

4. Intersezione della conica con una retta. L'equazione generale f(x, y,z)—Q 
rappresenta una curva di second' ordine, ossia una curva che è incontrata da una 
retta in due punti. Infatti la eliminazione di z fra la f(x, y, z)=0 e la equazione 
generale di una retta 

te-+-my-+-ru=0 

conduce alla equazione di secondo grado omogenea in * ed y 

(toP-Hm" — 2e'n/)a?H — 2n'mn)i/-h2[[u'l-ht'm — v'n)n— to/m]xy=0. 

Essa fornisce per x:y due valori reali e distinti , reali ed eguali, imaginarii , se- 
condo che 

[(tt'/+»'TO—tfn)n-u>/m]«— [wl M +un m — iv'nl)(vn^-wm t --ìn'mn)^Ù ì 



ovvero 



U/*-|-Vm , +Wn , +2lj'»in+2V'n/+2W7m^0, 



ovvero (n°3, d)) 



u to' v l 

to' v u' m 

»' u' w n 

/ m n 0 



e la determinazione di»,//, z si compie sostituendo questi valori dix:y nelle 
equazioni „ 

lx+my + nzzzz(ì , ax+by-T-czzzzìb. 

Dunque la retta incontra la conica in due punti reali e distinti, o imaginarii , 
secondo che il soprascritto determinante è positivo o negativo. E la incontra in 
due punti reali e coincidenti, se il determinante è nullo; nel qual caso la retta di- 
cesi tangente la curva. 

5. Ellisse, iperbola, parabola. La retta all' infinito 

ax-r-by+cz=Q 

incontrerà la curva in due punti reali e distinti , se il determinintc; 

u w' r' a 
w' v n' b 
v' u » c 
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è positivo ; in due punti imaginarii, se negativo; e sarà tangente, se esso è nullo. 
Nel primo caso la curva diccsi iperbola, nel secondo ellisse, nel terzo parabola. 

6. Caso in cui C equazione f(x,y. z)=0 rappresenta il sistema di due rette. Per- 
chè ciò abbia luogo , è mestieri che la f[x,y, z) si scinda in due fattori di primo 
grado , cioè sia 

f(x, y, z)={lx-hmy-^-nz)(l'x-^-m'y-^n'z). 
Da questa identità si traggono le altre 

!!L = (t x + m y+nz)l'+(l'x+my+ »'*)/. 

?£={lx+ my + nz)m' 1/'«4 »»'v+ n't)m , 
<iy 



dz 



={lx-*-my-hnz)n'-h(Px+m'y-*-n'z)H, 



la forma delle quali mostra che le tre rette 

£=o, 2=o, d J-=o 

<ix ' dy ' dz 
concorrono in un medesimo punto, il punto comune alle due rette 

Ix-hmy ; nz=0 , /'o? + wi'i/+«z'=0. 

Sicché dovrà riescire nullo il determinante de'loro coelficicnti,]che è appunto il 
discriminante D. ♦ 

Le rette, il sistema delle quali è rappresentalo Jalla f[x, y, z) = 0 , sono 
reali e distinte , reali e coincidenti, imaginarie, secondo che una retta qualunque, 
reale e non condotta per la loro intersezione, 

le interseca in due punti reali e distinti, reali e coincidenti , imaginarii ; ovvero 
secondo che per tutti i valori di L, M, N, reali e non proporzionali ad u, to', r', o 
to', r, w', o r', u', io, si abbia 

M IO' r' L 



to' r ti' M 
v' n'> u> N 
L M N 0 
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Ora è manifestamente necessario e sufficiente che questo accada per tic rette non 
concorrenti, affinchè accada per tutte, Scegliendo le tre reltc x=0, y=0, x=0, 
si trova che le rette rappresentate dalla f(x, y, ;)=0 sono reali e distinte, reali e 
coincidenti, imaginaric, secondo che le quantità 

u, v, w 

sono contemporaneamente negative, nulle, positive. 

In ogni caso però il punto d'intersezione di tali rette e reale, ed è quello in cui 
concorrono le 

d f , d f „ d f « 
f =0, -1=0, -f=0. 

dx dy dz 

7. Intersezione della conica con le trasversali condotte da un punto dato, t cosa 
nota che una retta tirata dal punto (*', y\ z'} è rappresentata dall'equazioni 

x—x'_y—y' 

dove p indica la distanza del punto fisso (*', y', z') dal punto mollile (jc, y\ z), con- 
tata dal primo verso il secondo , e X, jjl, v sono i seni degli angoli a, p, y, che la 
direzione di questa distanza forma con i lati del triangolo coordinato (*). Questi 

(*) Si ritenga da qni innanzi la seguente definizione degli angoli a, p, 7. Da un punto P 
si tirino tre parallele alle direzioni BC, CA , AB, ed una parallela li alla direzione che 
si considera. Poi s' imagini la R girare intorno al punto 0 in un verso convenuto e de- 
terminato una volta per sempre , sicché esia ritorni alla pristina posiziono , dopo esser 
venuta a coincidere successivamente con le parallele nlle BC , CA, AB in uno de' tre 
ordini 

(BC, CA, AB) , (CA, AB, BC) , (AB, BC, CA). 

Allora un punto posto sulla R alla distanza 1 da P descriverà tre archi circolari coni 
presi fra 0 e 2it. I rapporti di tali archi al laggio saranno espressi da'numeri aslrtitti a, ^ . 
Questi misureranno gli angoli richiesti. 
Fra a. 7 passano le relazioni 

£— a=dZTt— (. 
Y— 0=±it— A, 

con l'avvertenza di dare a it il segno — nella prima eguaglianza ed il |- nelle altre, se la 
R cade nell'angolo convesso delle parallele a BC, CA; ed analogamente per le altro ipotesi. 

L' angolo della direzione R con un altra R 1 va contato nello stesso verso convenuto, c 
però varia fra 0 e 2rc. 

I precedenti risultamenti resterebbero invariati, se si facesse girare la R anche nel verso 
opposto al convenuto, ritenendo negativi gli angoli cosi descritti, che eguagliano i sopra 
considerati diminuiti di 2*. Con questa nuova convenzione a, }, T possono variare da 
_lt a 4-K- 
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seni .sono connessi dalle relazioni 



ni -Ir fyA-hCV=0 

X t sen2A-+-ii*sen'2B4-v l scn2C=2senAsenBsenC 1 
jjivsenA+vXscnB+XjjLscnC-|-senAscnBsenC=0 , 

;jL*-f-v "+2;j.veos.\=:sen*A , 

v»+X=+2vXcosB=serfB l 

X'+^-f-gXjJieosf^scn'C, 

delle quali però soltanto due sono realmente distinte ed indipendenti. 
Intanto dall'equazioni della retta si traggono 

e sostituendoli nella /'(*, y, si ottiene 

Questa equazione fornisce le disianze del punto {x\ y, z') da' punti comuni alla 
retta ed alla curva. Sicché si ritrova che ogni retta incontra la curva in due punti. 

Tali distanze, che indicherò con p,, p, , possono essere reali e distinte , imagi- 
narie, reali ed eguali, nel quale ultimo caso la iella tocca la curva. Ma la loro 
somma ed il loro prodotto sono sempre reali ed espressi da 



\ /d\ . d d \ 
fyk, v \(/.c dy dz / 



8. Teorema di Newton. L' ultima formola prova che se da due punti si menino 
alla conica delle trasversali due a due parallele, i prodotti delle distanze de' punti 
dati da quelli ove le trasversali incontrano la curva, serbano fra loro un rapporto 
costante, non dipendente che dalla posizione de' punti. Esso è 

/•(*', y', O 
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9. Polare di un punto. Sieno, come innanzi, p,, p t le distarne dal punto (x',y',z') 
da quelli ove una trasversale condotta da esso incontra la curva , e sia p la di- 
sianza del punto (x\ y', t 1 ) dal suo coniugato armonico (*, y, z) rispetto a questi 
due punti. Il teorema della media armonica di Mac-Laurin porge 

P ' P. Pi 
Ma dalla equazione in p dal n° 7 si trae 

\ 1 ! (*± \ il d l\ 

J t Pf - f{x> t y',x')\dx' ^dy'^dz? ) 



Quindi sarà 



e rammentando che 




risulterà 



df df df 
dx dy dz' 



Questa equazione lineare fra le coordinate *, y, z del coniugato armonico di 
(»', y', A rappresenta la retta polare del punto [x',y' t z), detto polo della retta ; 
vale a dire che il luogo de' coniugati armonici del punto (*', y\ z 1 ) rispetto alle 
coppie di punti, ove le trasversali da esso condotte incontrano una conica, è una 
retta. 

La polare è reale o imaginaria, secondo che il polo è reale o imaginario. 
1/ equazione della polare può ricevere anche le seguenti forme (n Q 3, b) e c) ): 



U W V x" 

w v ir y' 

V U' W z 

x y z 0 



=o, 



u io 



- d -L 

dx' 

, df 

dy' 

, , df 
dz' 

d L ±ÉL o 

dx dy dz 



=0 
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ì.e polari dei punti A, B, V. som 



tf=0 ^=0 ^=0 

10. Criterio per giudicare che un punto sia interno o esterno alla conica. I.a 
polare taglia la curva in punti reali o imaginarii , secondo che è positivo o risa- 
livo il determinante 

. , df 
u w r 



• df 



dx' 

'IL 

dy' 
dz' 

(/x 1 dy' dz' 
che (n° 3, rf}) equivale al prodotto 

-4 DA*',y',0- 

Per conseguenza la polare taglia in due punti reali e distinti , o imaginarii , se- 
condo che 

DA*', v',*')^o. 

Nel primo caso il punto è esterno, nel secondo è interno alla curva. 

Da ultimo la polare incontra in due punti coincidenti, cioè è tangente, quando 
D=0, e quando f{x', y', z')=zQ. Nella prima circostanza la curva si scinde in due 
rette, e la polare passa per la loro intersezione. Nella seconda circostanza il punto 
giace sulla curva; e la polare, ora divenuta tangente, passa per il polo (x',y' t z') , 
ora punto di contatto, poiché allora 

,//■ 

U. Tangente in un punto della conica. 



df df df 



ovvero 



df df df 



0 W 


V 


X 


w v 


U' 


y' 


V li' 


w 


z 


x y 


: 


n 



=0, ovvero 



df 
dx' 
df_ 

dy' 

'IL 

l lL *L d L o 

dx dy dz 



u to' p' 
»' r u 

r' u' w 



=0. 
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12. Tangenti condotte da un punto alla conica. Le rotte, che vanno dal polo ai 
due punti comuni alla polare ed alla conica, riescono tangenti ; poiché in un si- 
stema armonico se due elementi coniugati coincidono in uno, ivi cade altresì uno 
de' rimanenti. E siccome la polare incontra la curva in punti reali o imaginarii , 
secondo che 

o/Ky'. *')>«. 

cosi nel primo caso dal punto {x',y\ z') si potranno tirare due tangenti [reali ; nel 
secondo tali rette saranno imaginarie. Quando D=0, o f{x' t y', *>=0 t esse si con- 
fondono in una. 

La equazione complessiva delle tangenti tirate alla conica del punto (*', y', 
si ottiene esprimendo che le radici della equazione in p del n° 7 sono eguali per 
queste rette, e si ha 

d x +| -fl-v*** ***** 

E ponendo invece di X, ft, v le quantità proporzionali x— x\ y— y', z — %' , 
ovvero 

Ecco la equazione richiesta. 

13. Polo di ana retta. Ad ogni punto , preso come polo , corrisponde una retta 
polare; e, viceversa, ad ogni retta 

te + my-f-nx=0 , 

presa come polare, corrisponde un punto (x', y', z') come polo. Se ne determinano 
le coordinato idenlilicando la equazione della retta con quella della polare di 
(*',y\*) 

d t df <*f n 

e si ha 

*L iL IL 

di' dy' rf£ 
/ m n 
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Ora ciascuna di queste frazioni equivale alle seguenti, che se ne deducono som- 
mandone i termini omonomi moltiplicati per convenienti fattori: 



2Dx' 



2Dy' 



2Ds' 



UZ+Wm-f-Vn ' W7-f-Vw-HU'n ' V7-hU'm-hWn * 

♦ 

E da queste parimente si deduce l'altra 



iDA 



U/a-hV7n6H-Wnc-hU'(mc-hn*J+V'(na 4- lc)+W(lb+ma) ' 
ovvero (n°3, a)) 



— 4AD 



u ur v a 

U>' v u' b 

v' u' V> e 

/ m n 0 
Quindi le coordinate del polo saranno 



u »' v' a 

»' v »« * 

»' «' m c 

l m n 0 



a te' v' a 

to' t> u' A 

©' u' » e 

/ m n 0 
— 2A 



u »' t>' a 



w* o u' b 



v' u' to c 
l m n 0 



(U/+W'm-hV'n) , 



(W'/-fVm-i-U'n), 



(W+U'm+Wn). 
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E se per brevità si pone 

C=m+\'mb+Wnc+l\mc+nb)+\\na+lc)+W(lb+ma) 

>< w r a 

u>' r »' b 

t' u' w c 

l m n 0 

, 1 dC \dC \ dC 

da cui 



potrà scriversi 





ir' c 


u' 




e«=sU/-rW'»H-V'n=B 


v' II' 


te 


• 




l m 


n 






9' u' 


te 




CA=\VYH-Vm-+-U'n= 


u te' 


r' 


• 




l m 


n 






Il w' 


v' 




6 c =V7f-L"mH-Wn= 


te' V 


u' 






l m 


n 











, , iì, , 2A 



I poli de' lati del triangolo coordinato sono 

(21 2A 2A \ /2A 21 2A N /2A 2A 21 \ 
ir u x w ^ v ) • (sr w V- *°) ■ (f v t u -k w ) 

ove E„, E ft , E, si ottengono da €„, C é , C, ponendo a, b, c in luogo di /, m, n. 

14. Centro della conica, Il polo della retta all'infinito dovrà evidentemente bi- 
secare tutte le corde condotte per cSso, c però prende il nome di tenero. Le sue 
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coordinale x 0 , y 0 . z D si deducono da quelle del polo di una rella U-hmy 4-?u=0, 
mutando /, m, n in a, b, c; c si ha 

df_ df_ >£_ 
dx 0 _ dy 0 dz 0 



SA 



posto 



E=lV-hW-r Wc'+ii:WiV'ca+2 W'aA= - 



/t !«' r' «. 
fr' » »t' // 



r 



& e o 



1 rfE 

E„= -_.=[:„+ W'A-hV'< 

2 f/n 



1^— =W'a-+-VA-H!' e 



1 rfE 





r 


H 


0' 




ir 


II 


b 


c 


r' 


n 


in 


il 




V' 


a 


h 


r 


a 


te' 


v' 


,r' 


D 


• 


a 


h 


'■ 



da cui 



«E„-+-6E 6 -+-cL>=K. 



Le stesse coordinate si troverebbero, osservando che, se la curva ha un centro, 
che biseca tutte le corde condotte per esso , la equazione. in p del n° 7 avrà radici 
eguali ed opposte per ogni direzione (X, y., v) ; vale a dire che il secondo termine 
sarà nullo per ogni direzione [X, fi, v); e però la equazione 



riescila identica all' altra 



ff/" ^ ^ df ^/_ v _ 0 
'/r 0 di/J rfi 0 



aX-HAjt-f-cvKsU ; 
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donile, corno sopra, 

'IL 'IL 'IL 
— °=-^°=^ 

« /» r 

Da ciò si trac alla sua volta che la polare del centro è la retta all' infinito. 
É da notare che le coordinate del eentro, sostituite nella f[x, y, z) , le fanno 
assumere il valore 

4A 5 f) 

/ i^o» y<>» z o) — ~£ 

In fallo dal n° 3 d) si ricava 

\<lx 0 1 \dyj KdzJ dy 0 dz 0 dz 0 dr, </.,„ dy 0 

=*I>/'(a? f ,y 0 ,«J, 

ma è pure 

4L ( iL 4L 

rfa-o _ «/y, y., *, ) , 

air 1 

• . àf df df 
quindi, eliminando- — , - — , — — , si ha 

''*a ,h Jo < tz o 

<!L ÌL d L 

dx ± — dy p — dz ° f{ x *y°> s J 4Ab 

'a A c ~ A E ' 

Se in queste relazioni si sostituiscono le espressioni di r 0 , y 0) ? 0 , si trova 

flE„, E„ K,)=DE. 

àf_ df_ d£_ 

db» JK^ rflv _ v ^ 

« A r 

<//" * df df 

indicando con , ~ , le derivate parziali di /(E«, E 6 . E,). 
</K, (ir^ (ih. 
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15. Alcune trasformazioni. Sovente nello studio delle coniche in coordinale 
trilineari occorre di esprimere le formole contenenti x, y, z, in funzione di 

-j~ > ~r i ~i~ i variabili contragredienti. Il lettore avrà posto mente come sin'ora 
ax dy dz 

mi sia dato cura di considerare le principali formole anche da questo nuovo 
punto di vista, e segnatamente le seguenti : 
1 .° L'equazione deila conica, essendo (n° 3, d}) 



dx 

i d f 

ir' v li' - 

dy 

v. u' » fi 

éi ìl a » 

dx dy dz 



=U)f[X,y,z). 



2.° L'equazione della polare e della tangente; essendo essa (n. 1 9 e 11) 



dx 



dy 



dz 



ovvero 



a w B 



ir' 



V H W 



dx' 

( !L 

dy' 

df 



=0. 



d%' 

ÌL d lÌL o 

dx dy dz 

Le coordinate del polo di una retta /x-f mj/-+-nz=a0 ; essendo 

SL 4L JL 

di' dy dz' 111) 

~l m ~~ n 6 

4.» Quelle del centro; essendo 

Ili 

rfx, _ iAD 



4 
6 



F. 
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Ed in generale, dalle identità 

rx M y+,r Z — - J-, 

sicché sara.ino queste le formolo atte a trasformare qualsiasi funzione di x 

, 'V (l f *f 
in funzione di -L , -i- ' . 

(Ir ay a s 
Applichiamo a qualche esempio. 
1.° La relazione fondamentale 

mercè la citata forinola, diviene 

(Ufl+WA+VV) % i (W'afVHt'V,ì ? -(V'i+r'6 f-Wrì^=4AI), 

OS <Z; 

ovvero 

dUwA +e.1=wd, 

r/* rfy cfy 

ed è la relazione fra le coordinate di un punto qualunque. 
&." Le stesse formole danno, conformemente al n° li, 



,, = _i.(„. E .. + rKl+ ,, Et ) = i_|, 



da cui 

1 

E=aE„-l-iE i -^cE r =— mE.H i E/'^^E, 1 < 2u'E A r> f -2r'E ( E <I +2'<-'E„E 4 )= 

3.° I.a equazione gennaio della rctla 

lx-±my-\-nz=() 

diviene 

(l7+\V'm-hV'n)^+f\V7 t-Vm ^ r^^V74-r'w-+-W M }? = 0, 
dr dy </s 



ovvero 



flx dy dt 



Viceversa, si ritorna da questa alla primitiva, mediante le relazioni 

Agli stessi risultamene conduce il considerare la retta data come polare del punto 

21 2A 2A 

, = _ 6l . 

4.° L'equazione della retta all'infinito 

ax~i-by-\-cz=0 



diviene 



dx dy dz 



o.° Dopo ciò la equazione della retta che passa per due punti (x',y',z), ,?/",;") 
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può scriversi : 



E-sotlo forma non omogenea: 

ÌL-ÌL 

dx dx' 
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<![_ df_ dj_ 

dx dy ds 

dj__ df_ 

dx' dy' dz' 

dj_ df d/_ 

dx" dy" dx" 



dy dy' 



=0. 



d[__dj_ 

daf dx' 



<H__df_ 
dy" dy' 



±_ÌL 
dz d£_ 

dz" dz' 



La retta poi, che parte dal punto {x',y',z') nella direzione (X, jx, v) , sarà data dalla 
equazione 

ÌL £ ÌL 

dx dy dz 

ÌL ÌL 'L 

d x ' dy' d: 

ÌL ÌL d L 

d\ dx dv 



=0, 



o dall' altre 



dj_ 
dx 



ÌL 

dx' 



df_ 

di 



iL 'IL 

<*u dy 

- dj_ 



ÌL ÌL 

dz dz> 

ÌL 
d» 



p indicando la distanza dal punto (*', >/, %') al punto (a?, y, z), appunto come nelle 
note equazioni 

x — x' y— y' z-z' _ 



La sinora discorsa trasformazione delle funzioni di c, y, z in funzioni di 

'!L ÌL ÌL t equivale ad una trasformazioni- ili coordinate. Se in fatto si sec- 
dx ' dy dx 

gliesse come nuovo triangolo coordinato quello costituito dalle polari de' vertici 
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del primitivo, il quale ha per vertici i poli de' lati del primitivo , e dicesi coniu- 
gato o polare-reciproco del medesimo, le funzioni di x, y, * verrebbero espresse 

in funzione di %- , % , %■% poiché I' equazioni de' lati del novello triangolo ri- 
ffa; dy dz 

jerito all' antico come triangolo coordinato sono 

e però le novelle coordinate del punto mobile (x, y, z) sono le perpendicolari a 
queste rette, cioè 

4f di d 



ponendo 

I 



■j-=2(u*-hfc' , 4-r"— 2^'rVosA— ir'ucosB— ìm'p'cosC) 5 , 



1 j 

— =2(<c' 1 -f t'-l-a' 2 — 2ru'cosA— 2mVcosB— 2'r'rcosC)", 

, 

-=3{o rt -hw' , -t-MJ'— 2mVcos\— 2«t'cosB-2cVcosC)\ 
«a 

Ciò fornisce un metodo per eseguire la trasformazione in esame : poiché basterà 
mutare 

d 



ed 



in 



df df di 



u, v, te, n, r', te' 



V V W U' V w 
k* A t * A,* k t ftj Aj*, 



perchè />, y,z)=0 diventi, come deve (n° 3. dì), 



df df df df 
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e cosi ogni altra relazione contenente >, y, : , u, r, >r, u ', r', to' si trasformi in 
conseguenza. 

La relazione fondamentale fra le ~ , % , '~r, essendo 

dx dy a: 



di' ili di 

dx dy dz 



ne segue che i lati e l'arca del triangolo coniugato Ji ABC sono proporzionali a 

k t Aj A, 

Infatti il calcolo diretto dà 

^._a/>c I) K„ fl _<*t>c D E b ,_ ahc I) Il 

.. . abe I) 



i ' K, K 6 e; 



Diametri. Imaginiamoche il punto (*', y', *') si dilegui all'infinito sopra una 
retta, la cui direzione sia determinata da X, u, v. cosi chiamando i seni degli an- 
goli che la direzione predetta forma con BC, CA, AB (n° 7, noia). Allora i coniu- 
gati armonici di (x\ »/', rispetto alle coppie di punti , che le trasversali da esso 
condotte determinano sulla conica, diverranno i punti medii di un sistema di rette 
parallele alla direzione (X, v), e la polare di (x' t j', z') diverrà il luogo di tali 
punti medii. Quindi il luogo de' punti medii di un sistema di corde parallele è una 
retta: dicesi diametro. E ad ogni sistema di corde parallele corrisponde un dia- 
metto. 

Pria di procedere oltre, faccio notare come le coordinate del punto all'infinito, 
ove concorre un sistema di parallele alla direzione (X, ji, v) , sono hensi infinite 
(due almeno), ma sono proporzionali a X.jji, v. In effetti dalle equazioni 




si trae 



p p~~ ' P P -1 *' p" P - '' 
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' x' ( ' x' 

Or mandando il punto [x,y,z) all'infinito, p cresce indefinitamente ed -, dc- 

P P P 

x « t 

crescono indefinitamente; quindi - , - , - tendono a X, jì, v; cioè che x,y,z tcn- 

P P P 
dono ad esser proporzionali a X, [i, v, 

D'altronde lo stesso risulta dal fatto, che X, jjl, v, verificano la equazione della 
retta data lx+-my-4-ns=0 e quella della retta all' infinito. In effetti sostituendo 
le coordinate di un punto qualunque della retto, 



=*'-hpX , y=y'-hpix , 2— pv , 



nella equazioue della retta stessa, e rammentando che 



lx'-\-my'-i-nz'=0 , 



si ha 



/X-f-mji miv=0. 

Ed e pure (n° 7; 

aX-H/>;i-f-cv=0. 

Dunque, ctc. 

o) Segue da ciò che il diametro , il quale biseca le corde parallele ad una data 
direzione (X, u., v), dee ritenersi come polare del punto (X, ji, v) posto sulla retto 
all' infinito. Perciò la sua equazione sarà 



od anche 



d d . d . d d d 

dX d-y rfv dx dy dz 



Il W V X 

W V U' i>. 

v ' ir w v 

* y M 0 



=0, 



u — 



U IO — 



df_ d£ df 
dx dy dz 



d[_ 
(Ck 

rfj. 
'1 



0 



=0. 



Alla stessa equazione si perviene eguagliando a zero il coefficiente di p nella 
equazione in o del n° 7, la quale dee fornire valori eguali e opposti di p, quando 
(*', y', z) è il punto medio di una corda tirata nella direzione (X, jì, v). 
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In particolare i diametri bisecanti le conio parallele a' lati di ABC sono 
df_ df df_ df_ df df_ 

<ty_</2=0 £f__^f— o ^_'^=<> 
b r ' r a a b 

b) Tutti i diametri passano pel centro , come risulta dalla loro definizione. Ma 
si prova anche sostituendo le coordinate del centro nella equazione del diametro , 
che riesce allora identica. 

Quindi il diametro condono dal centro nella direzione (X', ja', v') verrà rappre- 
sentate dall' equazioni 



2A P 

~E ,J 






F 

E 


* E 


X' 




v' 



ovvero 



df 21D 

— x- a 

dx E dy 



df 2AD df 21D 

b 



E 



' ' dj_ 

di' d : i 
Sotto forma omogenea si troverebbe 



x y z 

B, E, E. 
X' jjl' v' 



=0, 



dz 


E 






df 










*L 






dx 




dz 


" 




'■ 


df 




df 



di' V rfv' 
c) Il diametro che passa pel punto (x\ ?/', z') sarà 



=0 



a? // z 

E.I Ei Er 



=0, 



V dj_ dj_ 

dx dy dz 

a b e 

dj_ dj_ dj_ 

dx dy' d%' 



d) Il diametro che biseca le corde parallele alla iella /x-f-my-»-?is=sO si ottie- 
ne , sostituendo nella equazione 

, df df df 
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aX. ja, v i loro valori, i rapporti ile'quali sono determinati- dalle 

al 4-A;jL-i-rvr=0 , /X-mmih-»v=0. 
Si ha così P equazione 







>if 

ilz 




X 


V 




e/ 


b 


r 


=0, o anche 


E. 


Et 


E, 


/ 




n 











=0. 



e) Finirò col determinare la direzione [X', p.\ v') del diametro che biseca le corde 
parallele alla direzione X, jji, v). 

Essendo (X', ja, v') il punto all'infinito del diametro 



si ha 

dalla quale, congiunta alla 

SÌ ti 1 A- 



df df df 

4X 



S h df n df fi h*f * " 
d\i (N ih ff\ d\ d'^ 

Le due equazioni ora trattate non alterandosi per lo scambio di X, v in X', v', 
e viceversa, si ha pure 



df df df df - df df 

r d7,>- b d7 tt *~ e ì[> 



In modo analogo si troverebbe 



'1 
rfV 



± 

ih' 



*( 
di 



dy. 



£ 
rfv' 



Ecji— E s v E..V-E.X KA— E„;a ' E^'-E.V E,,v— EX' E f X'-- E*;!' ' 
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17. Diametri della parabola. Si è notalo innanzi (n.'>) clic la conica dicesi para- 
bola allorché la retta all' infinito la tocca, c che la condizione onde ciò avvenga è 

E =0. 

In questa ipotesi le coordinai.' del centro divengono infittite , contenendo E come 
denominatore. Dunque nella parabola il centro è all'infinito; come d'altronde è 
manifesto, essendo il centro della parabola il polo, ossia punto di contatto , della 
retta all'infinito. 

É da por mente che le coordinate del centro, pur divenendo infinite, si conser- 
vano proporzionali a 

E,?, E 6 , E r . 

Quindi il centro è il punto all'infinito sopra un sistema di rette parallele alla 
direzione (E,, K 6 , E.); e i diametri sono paralleli a questa direzione. 

Ciò e di accordo col numero precedente, essendo facile verificare che , quando 
E— 0, le quantità 

df .df df df df df 

c i — b T> a ~i — c k ' b i— a -r 

d\i d'i d'i dì. </X </;j. 

riescono proporzionali ad 

E,,, E 6 , E,, 

qualunque sieno X, p, v. 

Il diametro che biseca le corde di data direzione (X, ;a, v) è 

df df df 
//X d\x dv 

Quello che passa pel punto (a? 1 , y', z r ) è 







af df df 




x y z 




dx dy dz 




E, E 6 E f 


=0, 


a b c 


— ^ • 


x' y' z- 




df df df 
dx' de dz' 





x—x 



y-v' 



z—z' 



dl__^£ t 'H_'U_ j£_ii 

dx dx dy dy' dz dz' 



b 



c 
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18. Condizione perchè due rette sieno coniugate. Due rette diconsi coniugale 
fra loro rispetto ad una conica , se il polo di una di esso stasull' altra. Per esem- 
pio , la tangente è coniugata con ognuna delle rette tirate pel punto di contatto ; 
un diametro è coniugato con ognuna delle eorde che biseca , e, fra le altre , col 
diametro parallelo a queste corde. 

a) La condizione perchè due rette rappresentate dalle equazioni 

lx-hmy+nz=0 , t'x+m'g-hriz^O 

sieno coniugate si otterrà, esprimendo che le coordinate del polo della prima (n. 13) 
soddisfanno alla seconda, ed è 

U//'-hVmw'-i-W«H'-i-C'(mn , -hm'n)H-Y'(»/'- 4 -»' / ) -+-W (/m'H-/'m)^0 , 
ovvero (n° 3 a) ) 

u u' v l 



te' v u m 



/' m' n' 0 



=0. 



La simmetria di questa condizione rispetto alle quantità /, m, n ed /', ro\ n' 
prova che , se il polo della prima retta sta sulla seconda, viceversa il polo della se- 
conda sta sulla prima; sicché le due rette meritano a buon dritto il nome di coniu- 
gate. 

Questo fatto dà anche ragione de'nomi polo e polare ; poiché se un punto per- 
corre una retta, la sua polare gira intorno al polo di questa retta. 

Per esempio, le corde coniugate con un diametro hanno i poli su questo , e fra 
esse il diametro coniugato del precedente. Di due diametri coniugati ciascuno bi- 
seca le corde parallele all' altro. Le tangenti nelle estremità di un diametro sono 
parallele al suo coniugato: 

b) Se l'equazioni delle due rette sono date sotto la forma 

esprimendo the i valori di j x > j~, £ relativi al polo della prima (n° 15, 3°) sod- 
disfanno alla seconda, si ha 



u Ll.'-t- v M M -h ir > .Y -f- u '( M N ' +M 'IS) -f r '(.N L'— t-ÌS L) + to' ( LM' -f- L'M)=0 
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ti W V L 

w v ir m 

V U W N 

L' M X 0 



=0. 



c) Se le due rette sono determinate ciascuna da una coppia di punti , cioè se 
le loro equazioni sono date sotto la forma 



x 



y. *< 



bisognerà nella condizione a) mutare 

l, m, n 



in 



x y x 

x , V, Z, 

X, Y t Z, 

/', in', n', 



=0, 



y, 












Y, Z, 


1 Z " X ' 1 


X, Y, 


Vi *r 


1 


*t X i 


» 


*• y* 


» 




1 z, x, 1 


X, Y, 



ed allora la condizione citata diviene 

U W V a?, x t 

W V 0' y, y, 

V U' W *, x t 

X, Y, Z, 0 0 

X, Y, Z, 0 0 
d) Analogamente la condizione b) diviene 

u to' v' 
to' r ||« 



=0. 



V 



w 



dj__ df^ df 
d\ Y, rfzj 

tL ± d J_cs 
rfX, rfY, tfZ, 





1 1L 




dx t 












ÌL 




dz t 


0 


0 



=0. 
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e) La condizione di coniugio può, oltre alle forme e) e d), assumere un' altra , 
come sono per mostrare. 

Le polari de' punii (r,, y,,x,j , [x t , y lt z t ) sono 

chiamando 5. f . £ le coordinate di un punto mobile. Ed una retta qualunque con- 
dotta per la intersezione di queste polari, vale a dire pel polo della retta determi- 
nata da'punti (x„ y,, * f ), (x t , y t , z t ), è 

dx} 1 dy^dT, *- \dl* • Trd7*) ' 

Orse la retta clic unisce i punti (X ( , Y,, Z f ), (X t , Y,, Z,) è coniugata con^ 
la congiungente i due primi, i punti (X,, Y,, Z,) , (X t , Y 2 , Z t ) dovranno trovarsi in 
linea retta col polo della medesima congiungente. E per conseguenza fra le rette 
condotte per questo polo, e rappresentate in generale dall' ultima equazione, esi- 
sterà una che conterrà ambo "i punti (X,, Y,, Z,) , (X t ,Y 2 ,Z t ) ; e quindi si avrà, per 
uno stesso valore conveniente di * , 

dx, • d,j, dz, \dx t dy, ! dz, 7 

f x A,H-fz,=<fx,Vf Y.Vfz,); 

dx t dy t dZi \dr f dy t dz t V 
dalle qudi relazioni eliminando k, risulta la richiesta condizione sotto la forma 

GMHW(^<*i».)- 



od anche 



dj_ dj__ dj_ 

dx x dy t dz x 

dj_ dj_ df_ 

dx t dy t dz t 



=0. 



intendendo eseguito per orizzontali il prodotto di queste matrici. 
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È i » u ti lo dire che tutte le esposte varie forme della condizione di coniugio di 
due rette si risolvono in uno sviluppo unico , clic tralascio di scrivere per bre- 
vità. 

f) Come casi particolari delle precedenti relazioni, nolo le seguenti.' 
Se le due rette vanno dal punto (x , y\ z') a' punti (j» f , y, , z t ), ;X, , Y, , Z,), la 
condizione di coniugio è 



ovvero 



U W V x' x, 

W V U' y y, 

V U' W z' z, 

i' ,/ z' 0 0 

X, Y, Z, 0 0 



=0, 



w' 



r 



' l'L ^ 

— i 

</,/' ''</• 

, . rf/ IL 

fai dZt 

df df df 
dz' dy' Us' 

<1L 'IL tl L 0 o 

f/x, d\ t <rii 



rfy, </.t, 

'IL 'IL 'IL 

dx' dy' ttz' 



X, Y, Z, 



*' y' =' 



=0, 
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g) Se le due rette partono dal punto (a?', y', z 1 ) nelle direzioni (X, jx, v) , (V, v 1 ), 
si ha 

U W V x' X 



W» V U' y' >tA 

V 0' W z' v 

x' //' z' o 0 

jji' </ 0 0 



X' 



=0, 



II 


w' 


r' 


v' 


r 


*' 


w' 


r' 


w 


df 

dx' 


df 

dy' 


d:' 


df 
d\' 


df 


df 



^ 4T 

dx' rfX 

rfy' rfp 

o o 

o o 



*'»'' !l (5»'4[4") = 
/d/, d/" rf/" \/<//\, df , rf/- v 

X' jji' v' 



df dj_ df_ 

di d? d^ 

d£ dj_ dj_ 

<& dy' xp' 



x' y" x' 



=0 



h) Se le due rette partono dal punto (x',y',z') e ne incontrano la polare nei 
punti (x,y,z), (X, Y, Z), si ha 

com'è del resto evidente. Questi punti dividono armonicamente il segmento che 
la conica segna sulla polare, e sono tali che da polare di ciascnno passa per l'al- 
tro; per la qual cosa diconsi coniugati. 
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t) Se due retle sono rappresentale da una equazione di secondo grado 
or* | $if h^2 s | ìayz ! ì$'zX \ ìf'xy={) , 

la condizione perehr sieno coniugate fra loro rispetto alla conica fx, y, z) 
sarà 

Ua+ W? i Wy hìU a i 2V'jS' l -2\VY=«. 



= 0 



A questo risultato si giunge sostituendo nella condizione a) i valori di 

//', mm', uh', mn' + m'n, ni' t-n'tì lin'-ì l'm t 

ottenuti identificando la equazione proposta con l'altra 

[Ix +-my-hnz),[l'x+m'y-+-n'z)=iO . 

In particolare, se le equazioni 

aar*-+-. . .=0 , n.r'-t-. . . =0 

rappresentano ciascuna due rette, c queste concorrenti tutte in un punto, avran- 
no luogo le relazioni 

a Y p' n w' v' 



Y' (3 a! ir' p ti' 
P' a' y p' u' » 



=0, 



cioè saranno nulli tutti i determinanti di 3° ordine di questa matrice. E le quattro 
rette formeranno un sistema armonico se 



U« i-V?4-Wy t iU a' !-2V'j3' i 2W T ': 

k) Per dare al determinante trovato più sopra, 

Il W v' x' X 
W V L'' y' i* 
V li' W v 
x' ,,' z ' 0 0 
X' n' v' 0 0 

forma più semplice, bendi» 1 ; meno simmetrica , aggiungiamo alla terza verti - 



=0, 
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cale moltiplicala per c le precedenti moltiplicate per a, h e lo slesso facciamo sulle 
orizzontali. Esso si riduce a 

U W Ea ar* X 
W V Ej y' pi 
E„ Et E 2A 0 
r' y* 2A 0 0 
X' |i' 0 0 0 

il cui sviluppo secondo i prodotti degli elementi dell' ultima orizzontale e dell' ul- 
tima verticale è 

(Ey' , -UE 6 y'+U ! V,XV-HEr"— iAE.s'-t-iAM')^' 

— [ErY- SAiE.j/'-t-E^+^'W'] (Xix'H-X';i)=0. 

Per analogia si ha puro 

(Ex'"— UE^'-f4A t W)- tJ L:i'4-(FV t -iAE 6 y'+iA , V)vx' 

— [EyV— 2A(E fi z'-fE,..y')-4-iA , U': ( :J iv'h-'/v)=0, 
(l-x' , --ÌAE ( !r'-t-lA'U)vv'H-(Ex ,t --iAE 2 , 4-iA*W)XX' 

— [ErV-2A(E,x'-+-E,.x')+iA 1 V'J(vX'+v'X)=0. 

/) Operando in modo analogo sul secondo determinante y), si ha 

ed altre due simili relazioni. 

10. Direzione ilelle rette che formano un angolo dato con una direzione asse- 
gnata. Risolvo qui questo problema, occorrendomi in appresso. 

Siano a, p, 7 gli angoli della direzione assegnala , X, ;;. , v i loro seni ; sieno 
7 S'i angoli di un'altra direzione , X', v' i loro seni; e sia 0 l'angolo delle 
due direzioni. Tulli questi angoli .s'intendono definiti secondo la nota al num. 7. 
E però sarà 

? — a=zhr— f. , Y — $=—r ~\ , a — f=±r— B ; 
(!) a==a-0, f Y \ T _o (modulo in). 
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Se intanto si chiamano a,, p, , gli angoli della direzione perpendicolare alla 
proposta, si ha pure 

r r r> 

a t a—-, /3, fi—-, T , T— £ (modulo 2;:) , 

da cui 

(2) X,=— cosa , ji,=— cosyS , v,=— cosf. 

F. per conseguenza 
. (3) X'-hX.-=! , |*'-+-m'=4 , v*+V=1 , 

(4) jxv, — ji,v=:scn(7— ,3)=senA, vX,— v^sssenB, X;jl,— X,ii=senC, 

(5) iiv-t-ii.v^cosdf— P)=— cosA, vX-+-v,X,=— cosB, X:JH-X,;a,=— cosC , 

|»iU-l-W l H-(ilv l -4-ii,v)cosA=0, vv^XX^tvXj-hv^JcosBszO , 

(6) 

xx 1 -+-iA ! i I -Kx : A I -4-x 1 p0cosr,=o • 

Dalle (4) c (6) si trae 

^ v-f-XcosB_ j»-+-XcosC_ abe ;jicosB— vcosC 

'~~ senB ~~ senC 21 " a 

* 

X-h;acosC_ v-4-|jicosA _ qJk vcosC— XcosA 

^IciiCT- ~~ ~~ 24* 6 ' 

jì+vcosA X-4-vcosB_ abe XcosA — jju-osB 
V, "~ senA senB ~ 2A" c 

Si ha pure 

^8) XX^cosAH-^/jcosB-i-T^ccosr^O . 

Bitorno ora a' seni X', [*.', v'. Le (1) danno 

abe ( jxcosB — vcosCv 
X'=XcosO -hX.se n0= — — scnO^X h J , 

abe J vcosC — XcosA \ 
(9) |i '=ijLcos6-4-|Ji I scnO=— ^scnOUjxH J , 

abe J XcosA— ucosB\ 
v'=vcosOH-v,sen0= — — senO^fcv H ^ } , 
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posto 



abcttjb 



Dalle (9), sia mediante il calcolo effettivo, sia mediante il mutamento reciproco 
di X, [a, v in X', ja', v', e di 6 in 2r — 0, si deduce 



ahc J . . u'cosl) — v'cosCv 
=— -senOI — ftX'-H ], 

v a y 



abe J . , v'cosC— X'cos.U 
^ 21 sen0 (- A > + " 1 } 

i 

ahc J , . i X'cosA— jjl'cosBv 
v= _sen^-*v + 1 

20. Normale in un punto della conica. La tangente nel punto {x',y', z~), 

forma con i lati del triangolo coordinato tre angoli, i cui seni X, y., v sono deter- 
minati in parte dalle relazioni 

che porgono 

X v 



dy' 'dz' dz' dx 'di' dy' 
Gli angoli della normale avranno per seni X ( , v, ; e sarà (n° 19} tq*{~)) 

K _ i*. _ v . 



>' J J d , d , d d i/'A 

-— : — cosC-/-— cosB-^ —— — cosA-— — cos(- -~ -L-cosB-p:— cosA ' , 

dx dy' dz' dy' dz' di' di dx dy' 

E l'equazione della normale sarà 



x-x 1 __ y-y' r-r' 

— ,— eost.— cosB-- — — cosA— — cosO— — —cosB — ■— cosA-^ 
f/j dy' di dy dz' dx' dz' dx' dy 
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21. Involuzione delle rette coniiiyale condotte da un punto. — Fermandomi alla 
prima delle Ire forme della condizione di coniugio registrale al n." 18 k), osservo 

X X' 

che essa è una equazione simmetrica e di primo grado rispello a - e — ; c però 

mostra che per ogni punto assegnato passano infinite coppie di rette coniugate, e 
che tali coppie sono in involuzione. 

Fra coleste coppie ve ne ha due di rette inclinale fra loro sotto un dato angolo 0. 

X X' 

Se in fatto nella predella equazione in - e — si sostituiscono a X',;/ i loro valori 
funzioni di X, ji, v (n° li)), e si elimini v mediante la identità aX+A;i-j-ev=0, si ot- 
tiene una equazione di secondo grado in - , che mi dispenso di sviluppare. 

Ma di coppie di rette ortogonali non vi è che una. Poiché quando 0—-, e solo 
allora, i eitali valori di X' e ;jt' mostrano che è lecito commutare X, p in X', c vi- 
ceversa: quindi la equazione di secondo grado in - fornirà due valori, i quali con- 
XX' 

verranno tanto a — quanto a— ,e le due coppie di relle si confonderanno in 
una. 

I due raggi doppii della involuzione sono le due tangenti condotte dal punto 
alla conica , e si determinano le loro direzioni ponendo nelle forinole accennate 
0 = 0. 

Le due rette ortogonali hisecaiul gli angoli delle tangenti, e dividono simme- 
tricamente la involuzione ; per modo che due lette coniugate inclinate fra loro 
sotto l'angolo 0 formano con le due rette ortogonali" angoli eguali , in verso oppo- 
sto, a quelli che formano le altre due rette coniugate inclinate fra loro sollo l'an- 
golo 0. 

22. Forme diverse dell' equazione delle tangenti condotte da un punto. Le tan- 
genti condotte dal punto (.e, y', z r ) alla conica essendo i raggi doppii della testé 
considerata involuzione, le loro direzioni si determinano ponendo X=X' , yj=\t' , 

v'=v nella equazione in - accennata nel numero precedente , o in quelle del nu- 
mero 18 y), &),/]. 

Introducendo similmente nelle relazioni n° 18 /') le ipotesi 



t— X,=*, yi =Y t =>t, z^Z—z, 
ove (x, y,z) ò un punto qualunque di una qualunque delle due tangenti , quelle 
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relazioni divengono 



ti il d l 

dx dy dz 

dj_ df dj_ 

dx' dy' dz' 

U W V' x' x 

W V U' y' y 

V U' W *' z 

x' y' z 0 0 

x u z 0 0 



( /y 

* Sf * 
x* y' x' 



=0, 



=0, 



w 




ff 


to' 


V 


u' 


9* 


n' 


w 


df 
dx' 


df 

dy' 


df 
dz' 


*f 
dx 


dy 


df 
dz 



dx' dx' 

il iL 

dy' dy 

'Il d l 

dz' dz 



=0, 



0 0 
0 0 

e sotto una qualsiasi di queste forme costituiscono la equazione complessiva delle 
due tangenti (cfr. n° 42). Tutte si accordano nello sviluppo seguente: 

^y'^Vz'»— SUV^tf'-KUsM-W*"— 2V'i'x , ;ì ! /'-HÌV J :' , ^-Uy' 1 -2WVy')-- t 

+2 [(-u'x'^vy+vv'iO*'-Uy''%^2[(u'x'--vv-hW'i')y'-ViV]zjr 

o nell'altro : 
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23. Relazioni fra i punti e le direzioni de' diametri coniugati. Assi. Asintoti. 

a) Le relazioni fra i punii e le direzioni di due diametri coniugati non differi- 
scono da quelle trovate in generale (n° I8j perle rette coniugate; solamente però 
nel caso attuale il punto (x', y', z') della loro intersezione è il eentro. Cosi , per 
esempio, le relazioni n° 18 f), </),*), t t divengono 



U W V a:, 
W V U' y t 
V li' W z, 



iA 1 

X, V, Z, _ 



«0, 



=0. 



ir 





4L 






tt' 


df 








dt 


ir 


dz. 
• 




1 ti A* 


dz, 


IT 




A 




»' 






dj* 


w 






dv 




0 


dv' 





=0, 



=0, 



U W V X 

w v i r tx 

v u' w v 

X' pi' w' 0 



</X d[i d'i 

(EU-E„');x/ +- (EV-I V XX'- (E\V— E„E,,) (Xj*'-f-X»=0. 
etc: , etc: ; 

</;a' 'irX di' K \d\' d/ dX' d;*/ 

etc: , etc. 

A) Conformemente al n°2l, le coppie di diametri coniugati costituiscono una 
involuzione quadratica intorno al eentro. Fra esse vi ha due coppie di rette indi- 
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nato sodo un dato angolo obliquo, una di retto ortogonali , duo di rotto doppio. 
I diametri coniugali ortogonali , essendo perpendicolari allo eorde elio bisecano , 
dividono la figura in parti simmetriche , e però dieonsi asti. Le rette doppio sono 
le tangenti condotto dal eentro alla conica, ossia le tangenti ne'punli all' infinito di 
essa, cosi che tendono sempre più ad avvicinarsi indefinitamente alla curva ; e 
però dieonsi asintoti. (Ili asintoti sono reali e distinti noli' iperboU , imaginarii 
nella ellisse; o nella parai) da si confondono in una rolla sola, la rotta all' infinito. 
(Ili assi bisecano gli angoli degli asintoti. Due diametri coniugati si trovano for- 
mare con gli assi angoli eguali , in verso opposto , a quelli che formano con gli 
assi gii altri duo diametri coniugati inclinati fra loro sotto lo stesso angolo de' pri- 
mitivi. E due diametri simmetrici rispetto agli assi sono eguali. 

Le equazioni , che determinano le direzioni di due diametri inclinati fra loro 

sotto un dato angolo 0, obliquo, rotto, o nullo , si trovano come al n° i I . In par- 

r 

ticolarc si ha, per 

- 

(EU-E, 1 l )^ 1 +(LV->E/jXX I -(EW'-F,,K 6 ì^'^iV;=0 > 

ove bisogna sostituire a X, c • t L t i loro valori (n" li») 

]jl j-XcosC X-j JACOSC 
senC ' senC 

e in tal modo si ottiene per determinare lo direzioni dogli assi la seguente equa- 
zione in - : 

f(EW— E,.E 6 ]+(EV— E 4 *;cos(:]X'— [(E\V— K„E A ) .EU-E^eosi:].). 1 

-1" (l'X-CMEV-lV) ]Xu=<>. 

Finalmente , per determinare le direzioni degli asintoti , basta porre X'=X, 
JA— , v'=v nelle relazioni a); si ha cosi 

(EU- E„ V+(W-E 6 l )X"— i(K W E (I E a )Xjìl=(). 
etc: etc: 

o) Nella parabola, ove tutti i diametri sono paralleli , uno ve ne ha, che forma 
con le cordo coniugato un dato angolo in un dato verso. La direzione di queste 
corde si determina ponendo nelle formolo del n° li) invece di X, v i seni della 
direzione comune de'diametri, o le quantità proporzionali E,„ K 6 , E,. Dunque sarà 

X: V: : *K,,.i- E » cosB " r - c ^:fcK A ~ V -™\ fcK; + K--^A-E,cnsB > 
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In particolare, vi è un diametro perpen Jicolaro alle sue corde coniugate , che 
dicesi asse, perchè divide la figura in parti simmetriche. Corrisponde al caso*=0. 
24. Alcune identità. 

Pria di procedere oltre , mi arresto pe;- esporre ahune identità che mi ricsci- 
ranno utili ne' calcoli avvenire. 
Pongo, per brevità , 

^==^=W/»4-rc t - iw'Ar, E, — ~=iif f -; uw' -2rVfl,E,, -j!£= ra *+utf—, ìwah, 
dn dr di'- 

E.— ^^5.=(— M .' fl 4-r'/;4-'rV)«— uhc , E, = ^ = ('<'« — t'h-\ir'c)r — bra , 



2du' v ' ' idr 

WE 

' ì dir 



E , = ~ J ,=(«'a-+-f7>— toV;c "ir ah. 



Sarà facile verificare clic 

,. _ EU -E,' KV—I-V EW-E,' 
U— — . fj ' — 1 

EU'— E 6 E, _ EV'-E,E, JW'-R ,^ 

Ciò pipmesso si ha in primo luogo 

(I ) flE.H-AE„ 4-rE,=0, a\], r -t-AE r H-c E B =0, «E, 4-iE u 4-rE ,.=0 

(3) (j'E^-f-// 1 E ( .-+.c , E l/ .-t-2Ac E„ ■+- 2c<i E„ 2ai E„ • =0 . 

Le quali relazioni si rendono evidenti mercè la sostituzione de' valori di E„ eie. 
D'altronde le E„, cte. essendo i complementi degli elementi u , eie. del determi- 
nante E, 1' (1) esprimono che la somma de' prò lotti degl'i elementi dell' ultima li- 
nea di E per i complementi degli clementi di mi' altra linea omonoma è nulla. 
La (2) è conseguenza delle (\). 
Sottraendo dalla (2) successivamente le (I) moltiplicate per ìa, 2b, 2c, si ha 



t l K u -i-b l V. r -{-c 1 E u .-}-ibcK u -=0 . 
i,3) «'E „— h% t c % ,-+-2c«E,.=0 , 

8 , E li -t-i"E,, — r I E„.-f-2a//E, ( =(). 

Si ha in secondo luogo, posto 

I— m ; r-Mc — ìm'cosA — 2>'cosB— 2'^'cosC. 
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la relazione 

(3) 



)( *0 )< 

acosA.r„-+-AcosB.E r -t-ccosC.E^=o6cI, 



che si rende evidente mediante la sostituzione dei valori di E„, eie. 
Combinando questa con le (1), o con la sostituzione diretta, si ha l'altra 



aE„-HAE r -+-cE„=- abe I. 



Aggiungendo a questa moltiplicata per — a la 2» c la .1'' delle (1) moltiplicate 
per c, b, si ottiene 

E p -hE r -H2F,.oosA=o , l, 

■ 

(6) E4-E.-4-2E r .cosB=A , I, 

E„4-K r -h2E,,.eosC=c , I. 

Si ha in terzo luogo 

aH^4-ME r '+cM: u , --2iV 1 E r E,-2c , a l F v ^-2aVE 1( E,^= 
— (aFv-4-AE r «-HrE, *) {— oE.' -+-AE r *-4-cE ... ») (aE.* -AE r »"H-cE lf ») (aE^-f-AEr'* — <*E t 1 ) 

0 E E, fl* 
E 0 E u ft" 
E r E, 0 e» 
a* />* c* 0 
= _iaWE. 

Ter trasformare il determinante si è successivamente sottratta dalle tre prime 
orizzontali la quarta moltiplicala per u, r, w, c lo stesso si è fatto sullo verticali ; 
con che esso è divenuto 

—ina* —%c'ab —ìv'ac a' 

—Zw'ab — fvb* —iu'bc P 

—iv'ac -iu'bc —iter» r« 

a' IS c« 0 



■sr—ia'AVE. 



Sommando la (7J con le (\) moltiplicate per a"E B , A*E r , rV, si ha 
(8) « E j: M -hAE, E,,-h:E J( ,E w =— 2oAc E. 
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Un'altra relazione, che si ottiene sottraendo la (8) dalla somma delle (1) molti- 
plicate per E M , E,, E, C ', è 

.9) a K, Et +l> I V E„-Hf i:„ E, =ahc E. 

li) quarto lungo si ha 

nH : . u * ì -A'K r « f-c'E*-'— »Ac cos A. K r K» SracosB. E , C E U — 2«/;cosC. E M E, 

(IO) 

«•E„- , !-6 , E r . , | r*E,/ | IhcY.,, E, r co s 2 A H r a E u - E, e o s 2 B 4 iab¥, H E r .cos2E 

16 A 1 



Di queste, la (IO) si ottiene sommando il quadrato della (t) con la (7) moltiplicata 
ne' suoi termini per le frazioni eguali 

sen'A scn'B scn'C senBsenC senEsenA senAsenB 4A 1 
~V ' b 1 ' ' Tr ' ca ' ~b ' £W ' 

e rammentando che 

cosA=— cosBcosC-r-senBsenC, etc: 

La ,11) poi si ottiene sottraendo dal quadrato della (•>) la ;9) moltiplicata ne' suoi 
termini per le frazioni eguali 

Mrsen*A icasen'B iaisen'E I6A* 
b ' c abe 



Nel caso della parabola, si ha 

E, 1 EJv 

e le (I), (2), (3) si risolvono nella 

aE ir f&E 4 -f-fK,=E=0; 
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mentre le altre divengono 

(*)' «cosA.K,/ i-//cos».E & '-: ^eosC.i: J =— ahcttl. 



E„ % lv E, E/, E, 

K A , i-Iv i -2i: A KeosA=-aM)l, 
(O)' K,»+ E.,'-; -2KE f e»sB=— /, ! DI , 

E„ l -HV-| ?i;,i: /) «v,sr--r I Di, 

1,7]' a»E <f *-! (>%' -!-c*E, .'— ^V-E t M:'-2A, , i: , i:, 1 -2a^ l E., I E, ! ==1, 

E„ 1 E é E* E,E t E 

[ dalle quali risulta 

E„ ,.. E„ „. E , I) 1 



h 6 lv l.r., I^t* UiI-aU 

(10/ a"E, ( 4 -j -AM-V ì c-E'-iVE^E.'. osV— ifflE r E,eosM— i«//E„E A rosi: 

/r r* , Afeosi.V r^C(i>:'H hIko.^H'. 

e> e/ 1 e 1 ' i^i: 1 " ~e i:,r " ri TxT~ 

* ■ 

l>V 

EM7,,E\ 

25. Condizione pcrchH' ipcrlHiltr siti rr/iiihth'ra. K detta n/uilntcrn una iper- 
hola, quando i suoi asintoti sono perpendicolari. Perchè ciò avvenga è uopo clic 
fra le direzioni iX,, v,\ ;X t , jjl 1p v 4 ) degli asintoti esista la relazione 

KK (-(x.^-l-V^-osf^o, 

ovvero 

X. JL /X. 
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Ora le quantità -', sono le radici «Iella equazione in - (n° 23 b)) 

1*1 ; A 

K r X* | K.;x 1 -'2K M .X;i=0; 

sicché si ha 

X, X, l'„ X, X,_ iv 

Quindi sostituendo nella relazione precedente, risulterà 

I.» i K, h-i;u ,vosr.= 0. 

Il primo membro di questa equa/ione equivale a cM (n" 21, eq. (C)), dunque la 
condizione richiesta é 

I=M-j-r- 1 ■»/ — 2uVosA— ir'cosB— 2to'cosC=0. 

I.a slessa condizione è suscettiva di altre forme , che si deducono dalle identità 
del n° 21 ponendovi 1=0; p. es. 

rtcosA Ka-picosB K p -f-ecosCK lp =0 , 

ni: u | -Ai:, ,+«*„•= o , 

eie:. 

26. Condizioni perchè In conica sia una circonferenza di circolo. Punti ciclici. 

Quando una conica possiede più di una eoppia di diametri coniugati ortogona- 
li , tali riescono tutti idi altri diametri coniugati, e gli asintoti riescono imaginarii. 
Sicché la curva allora ammette una infinità di assi, ed appartiene al genere ellisse. 
ICssa dicesi circonferenza. 

È importante investigare le condizioni necessarie e sufficienti perché avvenga 
che la equazione generale di secondo grado 

/>,y, z)=0 

rappresenti una circonferenza, e giustificare queste asserzioni. 
a) A tale uopo osservo che attualmente la equazione, la quale determina le di- 
"lezioni degli assi (n° 23 b)\, 

!K w .+ E r cosC)X-— (K H? H-E tt cosC>«-f(l-;.-^jX / x=0, 

X 

deve fornire per - più di due valori. Or quando una equazione animelle, un nume- 
ro di radici superiore al suo grado , ne ammette perciò solo «ina infinità , in modo 
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da risultare identica. Quindi i coefficienti di questa equazione saranno contempo- 
raneamente nulli , e si avrà 

K w H-E,cosC=0, Ew+E.cusfcO, E r — V. tt — 0; 

le quali relazioni equivalgono alle due 

f 

K "^''*-~c^ Em '- 

Concliiudendo, perchè la conica si riduca ad una circonferenza è necessario e 
sufficiente clic passino fra i coefficienti due qualunque delle relazioni 

E« — E. — F, t , — — F„ = E,. — — I-m . 

COSA o»H COs(. 

Oneste, espresse ne' coefficienti della conica, divengono 

tet+trh*.- ìu'/h^w,* ] uc i —'ii'cn=ub*-]-ra i —2w'ab 

1 I 

= -[( — u'a-rv'b^-tr'c)a — ubc} = {{u'a—n'b f w'<)l,— rea 

COSA COSÌ} 
1 

= [ («'a ;-r'A-u)V)c — tvab], 

cosi, 

e possono le due prime scriversi cosi: 

Combinando le precedenti condizioni con le forinole del n° 24, le fi), (2), (3j si 
risolvono nella relazione a—bcosC -reosll e simili ; mentre le (;>) e porgono per 
comune valore delle K„,K,.,F,p, l'espressione 

abcl ■ _aV,\* 



acosA-l-6cosB-wcosC SA 2 



. e le (7), (8). (9) porgono per le stesse E«, F r , Fu> l'altra espressione 

2A 

Le (1 1) e (12) inline si riducono alla equazione 

u;a 1 

1' S7¥-iE=U. 

a b r 
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la quale mostra doversi alla radico E* attribuire il se. no di I. 

In conchiusione, le condizioni richieste sono due qualunque delle seguenti : 

1 I 1 

i; u =i:,=i: t< "_ i: „ = k, = f„. 

eo>A COSn così. 

Però fra po.^o si vedrà come l'ultima di questo relazioni , 
a 9 t'r\ ohe* , IO A" „ 

— -i;-. ossia l* -— L— <>, 

SI 1 2 A 

basti sola ad esprimere clic la curva è una circonferenza; in :iltri termini equi- 
valga a due condizioni distinte. 

b) Le direzioni de»li asintoti della circonferenza sono individuate da una qua- 
lunque delle equazioni (n° 23, b) ) 

ja'-r v'-f-ijx-misA.— 0. 
v 2 -+-X'H-2vXcosB=0. 
Dilla prima si trae, posto iz=</T\, 



aX-hba —fi 



oosCzh/senC — 1 — //-WicosrdzmsrnC — rcos \±i>scn\ «osArn <senA 
Potrò quindi assumere per valori proporzionali di 

X . fi, v 

oosfiisenf, , ' — 1 , cosArp /scnA , 

ossia 

e —1, e 

Per analogia, potrò assumere anche 

eosllrp isenB, cosA±:/senA,— \ . 

ossia 

=pB dz/C 
« , « —1 : 




j « ); 

ed anche 

— I, rnsf— /senC , cosBdz/sciiB , 

"si a 

— <C rt/'B 
— I , r , e 

Invece di questi valori , non del tutto simmetrici , è lecito assumere le radici 
ter/c de' loro prodotti rispettivi : 

B — C B — C C — A . C— A A--B A— B 

n.s— ^-.pisoli— - -. cos-^-— /seti <} . ros—^— rpsen <{ , 

o^sia 

B_C c_A A— B 

"~'-r r -'~ -'~r 

e , e , e 

Ma vi è di meglio. Chiamando a, £, 7 .gli angoli di una direzione arbitraria con 
le BC, CA, AB, si ha (n° 7, nota) 

/3— a=dz?r— C. 7— £s=zhr — A . a— 7=1' :r -B, 

quindi 

±iC ~±i±r t-a-g, ±/a =p£ =F»A T*'(±--?-T) ±<Y W 
r =r r=r . r , c =c —c . r 

±iC +<\ ±,{i 

sicché le quantità e , -I , >• dianzi ottenute, moltiplicate per c . di- 
vengono 

±'« ±'? ±'7 

e vanno ritenute ancor esse co. ne v ilori proporzion ili ;i X, /x, v. 

Finalmente, chiamando a', %' , -( gli angoli elio U medesima direzione arhilra- 
ria forma con le perpendicolari condotte da un punto alle BC, CA, AB, sarà 

±,« ±tp ±it 

e quindi alle espressioni c , t , c potrò sostituire , come valori pro- 
porzionali aX, p, v, le seguenti: 

- 

Cotesti valori sono imaginarii; non dipend 0110 da' coefficienti della f{.r, y, z); e 



Digitized by Google 



;( 47 v 

sono proporzionali alle coordinate de' punti all'infinito sulla circonferenza. Da 
ciò discendono diverse conseguenze importanti. 

1. " La circonferenza incontra la retta all' infinito in due punti imaginarii , ed 
appartiene perciò al genere ellisse. 

2. " Tutte le circonferenze descritte nel piano incontrano la retta all'infinito ne- 
gli slessi due punti imaginarii. Tali due punti diconsi punti circolari im>u/t- 
ntirii del piano, o punti ciclici. 

Le Tnlinilc coppie di rette ortogonali, partenti da un punto qualunque, pos- 
sono considerarsi come coppie di diametri coniugali di tuia circonferenza; e però 
costituiscono una involuzione, li cui i rai/gi doppii sono le due rette imaginaric 
che vanno da quel punto ai punti ciclici. Viceversa, due rette sono ortogonali, se 
formano un fascio armonico con le due rette im.tginarie condotte dalla loro inter- 
sezione ai punti ciclici. 

i. 1 Ogni conica che passa per i punti ciclici è una circonferenza. Imperocché 
i suoi diametri coniugali riesciranno ortogonali fra loro. 

Quindi le condizioni perche la/,*, >/, z)s=0 rappresenti una circonferenza pos- 
sono rinvenirsi esprimendo che 

±,a ±i$ ±tt ■ () 

diesi si inde nelle due equazioni 

iicosia-Hrcobip ;-U)cos2^-i-2<t'eos(p-hY)-»-2r cus(if-4-a)4-i/c'cos(a 4-^=0, 

wscn2a-i-rsen2g-t-«?si'n2Y '-2«'sen(£ ^--ir'senfr u]+2«''soii(a+,i)=(), 

Ih queste condizioni di forma più generale di quelle trovate pocanzi , perché con 
tengono gli angoli a, f>, -( di una direzione arhilrai ia, si possono dedurre alla loro 
volta le medesime a) , sia parlicolareggiando gli angoli a , ? , f , sia eliminando 
alcuno de' coefficienti. Per esempio, eliminando w' si ottiene 

rc'-f-MV»*-- ìu'òc=Wa--\- uc*— iv'eu. 

Alle due condizioni 

ncos-'a-t-. . . —0 , uscii 2a -. . . =0, 

» 

si può sostituire l'unica, ottenuta quadrandole e sminimi Iole. Questa novella con- 
dizione è suscettiva della seguente forma: 

il che conferma quanto ho asserito più sopra. 
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'■')." Le due retti', che vanno da un punto ai punti ciclici, sono da ritenersi come 
costituenti una circonferenza, non avente di reale altro elle il punto slesso. 

0.* Due rette condotte per uno de' punti ciclici sono ad un tempo parallele e 
perpendicolari fra loro. Infatti allora fra i coefficienti delle due rette 

/x-t-my-Wu=;0 , fx-hm'y+n'zssO 
passeranno le relazioni 

/cosa -+• weosp -t- mcosy=0, /sena f-msen^-f-» 

/'cosa-hw'ens^4-?i'eosY=0, /'sena f-»rsen'i-HH'senY=0; 

dalle quali, moltiplicando la prima per la terza, la seconda per la quarta, c som- 
mando i prodotti, si trae 

ir+Him'-)-N,i'- fmn'-f-'H'»;eos.V — (n/'-f nV'cosB — Il in' j- /'rw)eosC=0 , 

cioè la condizione di perpendicolarità. 
Le medesime relazioni, unite alle altre 

«cosa r/»cosp+rcosY=0, asena-j-Ascn3 -fr se n*)f=0 , 

danno 

/ m n 



i vi n 
a b c 



=.0 



cioè la contlizione del parallelismo. 

27. I-lunazione i-oinfilcs*ir<t drllr coppie di rene cnninyiitc condotte da un punto 
dato ed inclinate fra loro sotto un dato annoio. 

Sia }., ;i, v) la direzione di una retta e indotta pel punto x', y', :') ; per modo 
che, indicando con (x, ij, z) un punto qualunque della retta, si ha 

a*- -x y y _ z—z 
X — ;jl v 

Sia poi (X', v'j la direzione della retta coniugata della precedente , condotta 
per (x' t y', z') ed inclinala alla precedente sotto l'angolo 0. Allora, posto 

k= 

abcujd ' 

si ha fri" 19} 

•icosB — veosC , voosC — XeosA , XcosA — ^.cosB 

X : /: v : : ftX -+-' : k[i.-, ■ : *vh . 

a h c 
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Sostituendo queste quantità proporzionali aX', ji', v' nella condizione di coniu- 
gio ( nM8,y)),c poscia ponendo in luogo di X , ;jl , v le quantità proporzionali 
z-x', y — y', x — dopo brevi riduzioni si ha 

, ( y— i/QeosB— s'jeosC 
F + ~ a 





W 


V 


x' 


w 


V 

• 


D' 


V 


w 


D' 


w 


i* 


x' 


1 


x' 


o 


X 


y 




o 



, (*— x')cosC— (x— x^cosA 

*y + 1 

(x— x'JcosA — (y — y^cosB 



kz 



c 
n 



=0. 



Questa equazione rappresenta l'assieme di quelle due rette cue formano con le 
loro coniugate l'angolo 0 in un dato verso. 

Mutando il segno di 0, e quindi di k, questa equazione si mula in quella che 
rappresenta lo assieme delle due rette coniugate con le precedenti , ciascuna con 
ciascuna ordinatamente. K moltiplicando fra loro 1' una e l'altra equazione , si tro- 
verà per tutte le quattro rette la equazione complessiva 

, (y— lOcosB— [z—z')cosC 4 



U V V' 



; v ir 

I 

x' y' 

x y 



z 



0 
0 



a 




(z— z')cosC - (»- 


-x')cosA 


b 




(x— s^cosA — [y- 


-y')cosB 






0 




0 





U W V x' x 
W V U' y' y 
V []' W x' s 



x' 



0 0 
0 0 



=0. 



27. Equazione delle tangenti condotte da un punto, e delle rette coniugate or- 
togonali. 

L" equazione delle tangenti, clic risulta dall' ultima trovata ponendovi 0=O , os- 
sia è 

U W V x' x 



W V U' y' y 

V 0» W *' x 

*' y' z> 0 0 

x y x O O 



=0. 
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Quella delle due rette coniugale ortogonali , che risulta dalla stessa ponendovi 
, ossia k'ssO, è 

u w v' x' (y-y') cos B-(*— xVqsc 

a 

[z — *')cosC — (x— s')cosA 



=0. 



u 


W 


V 


a?' 


w 


V 

t 


IT 


y' 


V 


ir 


w 


%' 


x' 


ir' 


j' 


o 


X 


y 


x 


o 



e 
0 
o 

28. Equazione complessiva delle coppie di rette coniugate condotte dal polo di 
una retta data sotto un dato angolo, e delle tangenti condotte per le estremità di 
una corda data. 

Queste equazioni si ricavano dalle precedenti (n° 26 e 27) ponendo in luogo di 
y', z' le coordinate del polo della retta 



che sono (n° 13) 



ixH-my-4-Nx=0 , 
21 21 2A 



Per tal modo la equazione del n° 26 , dopo aver sottratto dalla quarta orizzon- 
tale e dalla quarta verticale de' due determinanti la somma delle precedenti mol- 
tiplicate per 

21, 21 21 



si muta nella seguente 

u w v fo~^ cosB -(*— *') cosC 



w v u 

V U' w 
x y m 



, j^cosC- (x— s^cosA 
b 



(x— x')eosA— (y— t/QcosB 
c 

A(lx-hmy-ì-nz) 



— A' 



U W V 
W V 13' 



V o' w 



x y z 



(/x+mf-Hn*)* 



=0, 
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e =U/ , -t-V'u , -+-Wu s -+-2U'mn-i-2V'M/H-2VV'i f H 
il te' v' l 
to' v u' m 
u' v' te n 
l m n 0 

A=o è I* equazione della perpendicolare tirata da^, y', x') sulla /x-froy-t-nr»0, 
od i— 0 è la condizione perchè la lx^my-hnz=.0 tocchi la curva. 
Ponendo fc*:=0, la equazione precedente diventa 

U W V x 

W V L' y 

v ir w x 

[lx-\-my-\-nz\* 

x y z v - - 

e 

„, più semplieememe, y _ ^^^^ 

essa rappresenta lo assieme delle tangenti condotte per le estremità della corda 
/j-|-myH-nz=0. 

Alla stessa equazione si giungerebbe , assimilando lo assieme delle due tan- 
genti ad una conica hitangente rispetto alla f[x , y, x)=0 , nelle estremità della 
Ix f-/ny-j-7»x =0 , e passante pel polo di questa. 

29. Equazione complessiva delle due coppie di diametri coniugati inclinati fra 
loro sotto un angolo dato. 

0 sostituendo nella equazione del n° 26 ad x\ y', z' le coordinate del centro 

2a 2A 2A 

ed operando poi riduzioni analoghe a quelle fatte nel n° 28 ; o cambiando I , m , * 
in a, b, c, nella equazione del n° 28; si ottiene la equazione cercata 



w y , tv— y 0 )cosB— (*— z 0 )cosC 



w v u' (*-*q^ osC -(s-*o)cosa 

b 

v u' w ( x — ^ c osA ~^— yp) cosB 

■ 

x y * 



r 
0 



U W V * 
W V V y 



V r' W x 
A A* 

x y * F 
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Equazione complessiva degli assi, 
a) Ponendo *'=0 noli' ultima equazione, si ha 



U W' v (»— »o) cosB -(*- x « ìcosr - 



W V IT 

V U' W 
x y z 



(*— *»)cosC— (s— -a-JcosA 
b 

(■» — x 0 )cosA - (y—y 0 ) eosB 

c 

0 



=0. 



0} Non sarà vano notare che il Whitworth dà per gli assi la seguente equazione 
più complicata: 



GO 


©' ©' 


dy dx 


li' 


dfdf 
dx dy 


a* 


li* 


c" 


bc 


co 


ab 


il 


W 


r 


«' 


r' 


W* 


0 


1 


1 


cosA 


0 


0 


1 


il 




0 


cosB 


0 


1 




0 


0 


u 


cosC 



=o, 



cui egli giunge eliminando 

X«— X", f—f , v'_v'» , p— »V , vX-vX , X;ì -XV 
fra le sei equazioni 

(flX -t-A(t+ cv)' = (aX'-+-6|l'+cv')• , 
IJt'-fv'-i-SavcosA =jjL ,l -t-v"-h2|i'v'cosA , 
v'-t-X^vXcosB = v'M-X^-t-Sv'X'cosB, 
X»+ ;jl «4-2X:jicosC=X /t -h'/ , -t-2XV'cosC. 

delle quali le prime quattro sono altrettante identità , e le ultime due provengono 
dalla eguaglianza delle tangenti condotte alla curva da un punto (a?, y , x) di uno 
ijtialunquc degli a*si. 
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c) Il Faure ed il Salraon danno la seguente equazione 



*L ÌL *L 

dx dy dz 

dQ dQ dQ 

dx dy dx 

a b c 



=0. 



ove Q=0 è la equazione della circonferenza , luogo de' vcrlici degli angoli redi 
circoscritti alla conica,- del quale terremo discorso oltre. Benché il determinante 
del primo membro sia di terzo ordine , pure , non essendo espresso immediata- 
mente in x, y, z, ed essendo la funzione Q abbastanza complicata, il suo sviluppo 
secondo le potenze di x, y , z riesce più faticoso che quello nella equazione da 
me data. 

Questa equazione del Faure può giustificarsi, osservando che essa è la condi- 
zione perchè le rette 

£41^-. ***** 

concorrano in un punto, ossia perchè le polari del punto {x,y, x) rispetto alla co- 
nica f[x, y, z)=0 ed al circolo Q=0 siano parallele, ossia perchè il diametro che 
passa per (x, y, x) sia perpendicolare alla polare di questo punto rispetto alla co- 
nica, ossia infine perchè questo diametro sia un asse. 

In seguito si presenteranno anche altre forme per la equazione degli assi. 

31. Equazione complessiva degli asinloti. 

Ponendo *'=oo nella equazione del n° 29, o a, b, e in luogo di /, m, n in quella 
del n° 28, si ottiene per gli asintoti la equazione 



U 

W 

V 



w 

V 

u 



x 

y 



v 
ir 

W x 

*v 

E 



y * -v- 



=0. 



o anche 

E qui noto che, passando gli asintoti pel centro, si ha 

fl*.. yo,^=^V(E..,E 6 .E r )=DK. 



risu'tamcnti già noti (n° U.) 
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Altre forme della equazione degli asintoti si desumono dal n° 22, ponendo 
E„, E*, Ee, a, b, c in luogo di 



' y ' ' dx" rfy" dz' ' 



esse sono 



d l d l '1 

dx thj dz 


• 


x y z 


a b c 




E (1 E A F v 





u 


•0 




»' 


r 


=0, 




u' 




a 


& 






df 
dy 



dx 

w c •— 
c 0 0 



=0, 



32. Equazione del diametro della parabola inclinato alle sue corde sotto an- 
golo dato, e dell'asse. 

Se nella equazione del n° 29 si pone E=0 dopo aver moltiplicato per E le ul- 
time verticali de' determinanti che contiene , questi risulteranno divisibili per 2A 
o ax+by-ì-cx ; e la equazione si scinderà in due; delle quali una , 

i u W v » frcosB-KrCosC 



t E f cosC— E„cosA 



W V li 



y, yj E„cosA — E^cosB 

c 



+k\)\ax-hby+cz)=0 , 



x y z 0 

rappresenta il diametro che fa con le corde coniugale l' angolo 

abe 



/ al,c A 
O^ang.lg.^- — Aj, 



e l'altra il diametro che fa con le corde coniugate l'angolo 6 in verso opposto. Il 
fattore [ax+by+czf mostra che i diametri coniugati di questi due si confondono 
con la retta all'infinito, come sapevasi già. 
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L" equazione dell'asse sarà 

( , w , y , E»cosB— E,eosC 



W V D' 

V U' W 
a? y % 



a 

ErCOsC— E^cosA 
b 

E,,cosA— E 6 cosB 
c 

0 



=0. 



La forma delle precedenti due equazioni, le quali differiscono solamente per il 
termine 

prova che tutti i diametri della parabola sono paralleli. 
In appresso si troveranno altre forme della equazione dell'asse. 
L'equazione degli asintoti diviene pel caso presente 

[ax-hby-\-czY=0 , 

e conferma che nella parabola gli asintoti coincidono in una sola retta , la retta 
all' infinito. 

33. Altre forme deli equazioni de' diametri coniugati ad angolo dato , assi , 
asintoti. 

a) La ricerca della equazione complessiva delle coppie di diametri coniugati ad 
angolo dato può istituirsi per via della seguente analisi , oltre la già esposta. 

Siano X, n, v e X', \j>', v' i seni delle direzioni di due diametri coniugati, 6 il loro 
angolo. Si ha (n° 19) 



% , , . „ picosB— vcosC , vcosC— XcosA 

X':n': v': :k\+- :*ìxH j 

a b 



kv4 



XcosA— |u:osB 



E l'equazione del diametro coniugalo con la direzione (X,jji, v) può assumere 
tanto la forma (n° 16) 



quanto l'altra 



x 

E, 
X' 



h E c 

|i' v' 



=0, 
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ohe si sviluppa in 
Ora si ha, indicando con 8 un fattore costante , 



«(Erji'— E^rz A[E,n— E 6 v)- ^acosA .X+Sa, 



supposto 



8(E,y— E e X')=*(E.v-RX)-~6co8B.|H-S6 . 

E 

5(E 6 X'--E fl ji') ! =*( E 6*-.E (1 lO j-ccosd.v+Sc, 

flOC 

S=^(aE, 1 cosA.X-+-6E 6 cosB.:j.4-cE f cosC.v)- 



Sostituendo .jueste espressioni nelle (2), ed identificandola con la (1) moltipli- 
cata per una quantità da determinare — w, si ha 

E 

(tao — acosA)X-t-(w'w-4-ftE f )jJH-(r'w— *E é )v+aS=0 , 



abc 



F 



(3) 



(to'w -* • f )X f-(tw r />cosB)ft+(u'w-MrE < ,)v+/>S=(> , 

E 

(r'w-4-*E 6 )X-h(u'w— JkE a )jji-4-(ww— — ccosC)v-t-cS=0 , 
aEaCosA.X+^EiCosB.jJH-cEeCosC.v— aicS=0. 
Dalla coesistenza di queste quattro equazioni lineari omogenee in X, u,v,S, si trac 



mw — acosA wVm-AE, f'w— *E* 

abc 



abc 



»'w-h*E é ll'tt — fcE„ 

aE„cosA éEiCosB 



E 

tow — ccosC c 

a/>c 



cE^cosC 



—aie 



=0 



equazione atta a determinare w . 
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Per isvilupparla con minore fatica, pongo 

E t E*' 



abcCÌ ' abcSÌ ' 
dopo «li clic essa diventa 

iM-acosAJ2 w'+k% r'-kT, b oiì 

v' + k'E b n'—k'Ea UK-ceosC.ft cSl 

oE„cosA />E 6 eosB cE c cosC V. 



=0; 



e sviluppando secondo i prodotti degli clementi dell' ultima orizzontale e dell'ul- 
tima verticale , 

— a*R <I cosA.Q|ftccosBcosr.ft , +(//«jcosB-i-cccosC)ft-fUH-fc' 1 E n , j — . . . 

+òcE r cosC.ft|acosA(«'~*EJ«-l''H-(«F^+to'E A -hr'E ( )*'--A' , E A E ( .|+... 

^ArE 6 cosB.ft)acosAy4^ 

/ a6ccosAcosBcosr..fì 3 -t-(tt6ccosBcosC-l-. . j * 

-HE] -+-[(UacosA-t-...)H-'.aE a VosAH-...)*' , J" [ = 0. 
( -*-D-f-(uE„ , -+-.. ..+ìu'E b E c -h...)li» ) 

Ordinando secondo le potenze di Q, senza dimenticare clic k'= — "p-ft* , e te- 
nendo presenti le relazioni 

E„=Ufl+W7M-VV,. . . , E=aE d +oE 6 -+-eE f [n° li). 

Da=uE rt -Ho%-t-r'E fl . . . , I)E=ttE tf »H-. . .-h2u'E 6 E c -H. . .(n° 15), 

DE.==EU— E,*,. . . , acosAEV4-, ,.=o4d (n° 24) , 

si trova ; 

1° per coefficiente di ft 3 

a6ccosAcosBcosC(E— aE,,— 6E*— cE r )H — pj— [(E-oE,, — 6E A — fE^tfE./cosA-K..)* 1 

ossia zero ; 
2° per coefficiente di £1* 

6rcosBcosC(EM-6E*H-cE c M-faE A to'+aE e c')4-...H p (»<E fl B +...+3M'E 4 E r +...]A i 

ossia 

a6ccosBcosC(aE a +io , E 4 +eTj4-...4-aWD* , =5aAcD(aco5BcosC-t-...)4-4A B Oc(>/ f a r 

8 
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o infine 

4AM> 

4lM)+4lMlcoi l fl=-^- ; 
3.° per coefficiente di Sì 

acos Vm— aE, ( U-/>E„W'— cF,,V')-f-. . .=acosA(EU— E., 1 ) .= 

D:flcos.\E„+. ..)=aAcDl. 

4° per parie indipendente da Sì, DE. 

Quindi l'equazione in <•) si sviluppa nella seguente: 

(4) w*-I(o-h4,^t— »7=° 

Questa equazione è suscettiva anche della firma 

n h c 

r\ ~ . -j-- — . — - — — h — — ■ — =0 , 

fc§-f E B --*-cjVn$A hj ! E,.-hw'eos!t fct -»-F, r +w eost'. 

'se si pone 



/-^ r£ «A<- 

E„— Fir F.jr — F„ F u T, 



Ciò si verifica sviluppando questa nuova equazione; poiché si trova: 
\° per coefficiente di w'" 

41* 

fieosUcnsE-t-. . . = — t- 

2° per coefficiente di to' 

(o5-h^+f^A-h(aF. -}-//F. r M-eEw)=— a/'el (n° 24) ; 
3° per parie indipendente da w' 

H-(« F V E W -+-AE W F tf +r E.. E, .] , 
ossia (n° 24), (I), (9), (\0)) 

*W„. afcE 

— — -FA f«6fE= 

41- serro 
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Sicché l'equazione (5) diviene 



Ci 



4A* 



Ito'- 



1: 



41» scn'O 



la quale si riduce alla (4) sostituendo ad w' il suo valore in funzione di w. 

La equazione (4) fornisce per w due valori, a ciascuno de' quali corrisponde un 
sistema di valori di X, jjl, v, traili dalle (3) , vale a dire che a ciascun valore di io 
corrisponde un diametro clic fa col suo coniugato l'angolo'0. La equazione di tal»» 
diaiyclro si ottiene eliminando \, jx, v, dalla (1) e dalle (3), il che dà 



ahc 



(fi) 



tc'w — A E, 
c'w-HsE A 

1 



i: 



rw 



aie 
«w-lfeE,, 



M.-W- 



2 



AcosB n'wH-AE„ 

JL 

abe 
,lz 



a 

b 

fCosC c 



=0. 



Se quivi si pongono successivamente in luogo di u> i due valori forniti dalla (i) 
si hanno I* equazioni de'duc diametri che fanno con i loro coniugali l'angolo 0 
Se poi in queste si muta il segno di A, ciò che lascia inalterata la (4) , si hanno 
l'equazioni de' diametri coniugati de' precedenti. E se da ultimo si moltiplicano 
fra loro tulle queste quattro equazioni , si avrà sotto forma razionale ed indipen- 
dente da u la complessiva equazione de' quattro diametri. 

b) In particolare, ponendo 6=- si ha per determinare gli assi la equazione 



o l'altra 

(.->)' 



4A* 

aru*c* 



_ . 4 



E^-HmcosA E r 4-w'cosB K ie .-hw'cosC 



=0. 



E 



E l'equazione di un asse sarà, posto, come sopra, Clz= — 
u+fticosA 



(6)' 



w 
dx 



w 

t>£z'<cosB 

df 
dy 



v a 

»*' b 

w-t-ftccosC c 

dz 



=0; 
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la quale , sottraendo dalla quarta orizzontale le precedenti moltiplicate per 
2x, 2y, 2z, diventa 

tt+OacosA to' t>' a 

to' r+ftAcosB u' b 
v' u' «oH-flccosC c 



acosX.x hcosB.y 



2 A 

rcosC.z 



=0. 



Questa equazione piglia forma omogenea sostituendo ax-hby-i-cz a 2A. Si può an- 
che farvi comparire le differenze x— x 0 , y—y 9 , z— z 0 , indicando con a? 0 , y 0 , z 0 , 
le coordinate del centro: infatti, sostituendo in essa ad x, y, z queste coordi- 
nate, che debbono soddisfarla, e sottraendo il risultamcnto dall'equazione stessa, 
si trova 

M+fiacosA 



w t a 

to' c+flàcosB u' b 

v' U f to+ftccosC c 

acos\.{x—x 0 ) AcosB.(y— y 0 ) ccosC.(»— z 0 ) 0 



=0, 



c) Per determinare gli asintoti si porrà 0=0 nella (4), la quale darà allora w — oc . 
Introducendo questa ipotesi e P altra A=x> nella (0), dopo aver diviso questa per k 

CO 

nelle sue tre prime linee, e tenendo presente che il rapporto ^=^ w c finito, si ha 
per un asintoto la equazione 



tu - 



df 
dx 

La equazione che fornisce i valori di w" è 

w"M-E=0, d'onde 



hV — E„ 

£ 



e'w" — E4 o 
it'w"+E„ 6 



uno' 



df 
dz 



4 o 



=0. 



1 



ufed^-E) 1 : 

essa si deduce dalla (4) ponendovi w^Vs* - afr( . t gQ - 

34. Angolo di due rette date mediante una equazione complessiva 

tf{x, y, *) =ou"-f-^/ , 4-Tfa"-+-2a'yz-h2p'ix-t-2if'xi/=0. 

Premetto questa riocrca per farne uso nella determinazione dell'angolo di due 
tangenti e degli asintoti. 
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tf 6< )( 

/x+my+nx=0, l'x+m'y-hn'x — 0 
le due retlc. Potrò porre 

<t[x, y, z) —{Ix-hmy-i-nz) (t'x-hm'y+n'z) , 



ovvero 



//'= 



'=& , nn'=rj , 



ron'-f-m'n=2a' , >r/'4-n7=2p\ /in' -Km =£7'. 
Indicando con y il discriminante, clic è nullo , si avrà puro 

(mn'-m'nf^mn'+m'n ; s -4mmW=4(a'*— fr) =— 4^ , 

ad 

[n r-n lf=-& , (/mW»n)«=-*i? , 
(n/'-n'/)(/m'-/'iii)=2;mn'4-^ 

(lm'-l'„,){mn'-^nt) = -^ , (mn'-m'n)(/«'_i'm)=-2^ . 

Ora, la f ormola che dà l'angolo 6 delle rette ò 

2A {mi»'— m'n)H (»/'— n't;b+{lm'— l'm)c 



l 6 0=. 



a4c*//'-j-iii/ii'-}-iiii' — (hih'4-mi'«Jc<»s.\ — n'/jeosB — (//n-'-f-/'m)cost« 

* 

Si tratta dunque di eliminarne /, m, m', n, n'. 
Il denominatore si trasforma subito in 

a t-p-Kr— 2a'cosA— 2p'eosB— S^'cosC. 

Quanto al numeratolo, valuterò il suo quadralo 

[mn'—m'nfa*-^. . .+2(nf— n'l){lm'— l'm]bc+ 

il quale, in virtù delle soprascritte relazioni, si riduce a 

a i ? a 



( </a </p d-f t/a </p rf? ) 
Dunque si avrà 



a /> c 0 



4A 



T P «' « 
P' «' Y' c 
a b c 0 



)( 02 )( 

Le due retlc sono parallele o coincidenti, se il numeratore è nullo ; perpendi- 
colari, se il denominatore è nullo. 

Quando le rette sono reali, il numeratore è positivo (n° fi) c 1^0 reale ; quando 
le rette sono imaginaric, il numeratore è negativo e l«0 imaginario. 

35. Angolo delle tangenti condotte da un punto (\\ v', /') alla conica. 

Per determinare questo angolo Insogna sostituire nella prece lente forinola a 

a, p >7l 2a', 2,5', 2 Y \ 
i coefficienti della equazione delle tangenti, che sono (m° 22) 



dlì dU dn diì 



dì\ 



dìl 



av ' dv ' f/w ' dir ' dv ' d\\ 



posto 



U W V x' 
W V U' y' 

v ir w x* 

0 



x y Z 
Al ora il numeratore di IgO diviene 

dll x dU i dì[ ; 

dll ' ! '</W * d\" ° 



, dii dn t (iii_ 

*d\\" rfV "*c/U' 

*dV~ *</u' «5w t- 



ossia 



\ rfv *,7u" 

ia « 

l dll i ,ÌU 
*dli' *</v 



K..I 2V 



dU «rfW 



a A c 0 

e siccome un determinante minore di sccond' ordine in un determinante di com- 
plemenli e eguale al complemento dell' omologo minore nel determinante origi- 
nale , moltiplicato per questo ultimo ; cosi la espressione in esame si ridurrà a 



|li;a"x ,l -f-^'*H- c »* 4 -j-2^y*z'-t-2ca:V4-2«&x'»/'4 t , 



ossia 



Quanto al denominatore, esso è 



dU dU dll dll dll n dU 

-+-— — —cos.V—— cosB-— cosi. ; 



dU rfV dW di}' 



dV 
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e se si rammenta (»" 22) che 



si trasformerà in 

(w+r+to— 2«'cosA- 2pVosB— 2io'cosi:)/tx' f »/', 

ovvero 

[inrifinlp 

l=m-r-t-ic— £nVosA— 2r'eosIi ~2»rVosC (n 1 24 e 2. ; >), 

V(/r/ V*//,'/ V/z/ (/y »/: f/; </x </x </// 

Dopo ciò la forinola in esame per l'angolo delle tangenti sani 

8 «Ac 'Al/iV.y'.s')— I» ' 

Essa è reale o imaginaria, secondo che — D/(x', y', ò positivo o negativo, cioè 
secondo che il punto \x', y, z') è esterno o interno alla curva (n u IO). Ter renderla 
omogenea, bisogna sostituire a 32A" la espressione ci|iiivalente 16A(ax'-t-/,y'-f c*'). 

36. Angolo degli asintoti. 

Per determinare 1' angolo degli asintoti si ha a sostituire nella precedente for- 
inola ad x', y' t z' le coordinate del centro x c , , y p , z 0 . 
A tale uopo rammento (n° 14) che 

df_ df df_ 

'/x 0 _ dy a ds % _ f[r 0 .y o ,z 0 ) IU) 

— zz: — — ■- — , 

a l> c A K 



sicché sarà 



4AD 

l' 0 = -—[a'+i'-i-f'- 26rcos A— %c acosD— 2<iAcosC) =0 . 



Quindi denotando con f) l'angolo degli asinto'.i ; 

4A (-K)' 



alte " I 
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Questa formola è reale o imaginaria, secondo che E ^0, cioè secondo che la curva 
è iperhola o ellisse (n° 5). 

TI 

La ipci boia sarà equilatera quando 8=~ , d'onde 1=0. 
I.a ellisse sarà una circonferenza quando 

i'--^=«. 

a l lrc x 

ossia quando 

lj.H=±v/rT. 

Ciò costituisce una nuova proprietà caratteristica della circonferenza. 
37. Polari de punii ciclici. 

Nella formola che dà l'angolo delle tangenti figura la quantità P, ovvero 

dy dz d: dx dx dy 

« 

esaminiamo il significalo geometrico della equazione P=0. Essa è manifesta- 
mente il prodotto delle due 

df ia df ip di it n df — ia df — tS df — i^ 
dx dy ds dx • dy dx 

ov a, g , y sono gli angoli di una direzione arbitraria con i lati del triangolo 
coordinato. Or queste equazioni non esprimono altro che le polari de' punti ciclici 
(il" ì(S, b) )\ dunque la P=0 rappresenta il sistema delle polari de'punti ciclici. 
Queste polari sono iaiaginarie, ma il punto del loro incontro è reale ed è il centro, 
polo della retta congiungcnte i punti ciclici. Gli assi sono le bisettrici reali de' loto 
angoli imaginarii. 

Nella circonferenza queste polari si confondono con gli asintoti , come tan- 
genti ne' punti all'infinito; d'altronde, essendo allora (n° 2G) 

E 1 ,=E r =E,c= -E. = E r = E*'= — r- 1=— E 1 , 

cos.V coslì costi SA* il' 

l'equazione degli asintoti (n° 31) diviene P=0. 
Del resto si ha direttamente 

» • 

EU— E.* _ a l // l c» f EU' — E 6 Er _ oW f 



ci»'- 



SA 1 E ~*~ E ' "SA^E 008 + "E*'"" 
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da cui (n'3 e 15) 



.... . A//Y aiJf**/ «V,VIH IfiA'D* 2D16AM)' 

iD/(x, y, , JaaU (^) -K..+SO'^...-— - PH-— - =^P+~ F -, 



P=2I/"(*. f/ t s) 



E I E 

8i'ni 



E 

c cosi si ricade nella equazione degli asintoti. 

f(x, y, z)— ^fax-hbu+cx)h=Q. 

38. Luogo de' punti d'incontro delle tangenti ortogonali. 

a) La equazione di questo luogo si ottiene eguagliando azero il denominatore 
della forinola che dà la tangente dell'angolo di due tangenti condotte da un punto 
(n° 35) ; quindi, indicando con x,y,z le coordinate di un punto qualunque del 
luogo, si ottiene la equazione 

»./"(*, y,z)-P=0. 

Questa equazione di secondo gi udo rappresenta una conica , che passa per i 
quattro punti comuni alla fx, y, z,=0 ed alle rette P=0. Anzi questa conica è una 
circonferenza; imperocché i punti ciclici appartengono ad essa , dovendo riguar- 
darsi come perpendicolari le due tangenti condotte da ciascuno di tali punti 
!n° 26, 6°). È chiaro infine che il centro di questa circonferenza è quello stesso 
della f[x, y, s;=0 ; imperocché essa passa per le intersezioni delle tangenti pa- 
rallele agli assi della fix, y, as)=0. 

Nella ipci boia equilatera , per la quale 1=0 , il luogo si deforma nel sistema 
delle polari dc'punti ciclici P=0 , che può bene assimilarsi ad una circonferenza 
non avente di reale che il punto della intersezione delle due polari , ossia il centro 
della conica. E le due tangenti ortogonali sono gli asintoti. 

Nella parabola il luogo si decompone in una retta e nella retta all' infinito. In- 
fatti, avendosi 

la equazione del luogo, può scriversi cosi : 

+ 2 (IU'+Dco S A)|^+2(IVVDco S B)iO + 2(l\V+Dco S C)l|=0. 
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Ora è a ricordare la relazione 

E, , +f.f2E 8 E f cosA=-«'Dl (n° 2i (6)'); 
ed è facile verificare l'altra 

VE/+WE& 1 — 2U'E 4 E f =-a"D ; 
le quali moltiplicate per — D, I, e sommate, porgono 

(IV— D)E,«-h(IW— D)E,,'=2(IU'-+-DcosA)E t E r , 



d' onde si trae 
e per analogia 



1L-?E, + ^— -E^Il'+DcosA), 

ti, K 

]^E„+^V=2(IV'+DcosB), 

IU— D„ lv— I) - . _ _ 
— — - EH — E,=2;iW'-t-DcosC). 

Mediante queste tre ultime relazioni la equazione del luogo si trasforma nel pro- 
dotto delle due seguenti: 

E, ( -/-f-E t -f-hE c -f=:0, 
dx dy dz 

\M-hdf IV— D df l\\'-Ddf 
— 1 — H -=i). 

E,, rf-r i: rfy E, dz , 

Quindi il luogo si decompone in due rette. La prima è la retta all' infinito (n° 15); 
la seconda è la polare del punto 



/A 1U-I) A IV— D A IW— D\ 

VI" E, ' I" E» ' T* E, )' 



del quale mi occuperò in appresso (u.40). 

Veramente dal calcolo apparisce solo che le coordinate di questo polo sono pro- 
porzionali a 

1U — D IU — D IW— D 

, . ^^^^^^^ i 

E„ E^ ' E f 

ma sostituendo questi valori nella relazione fondamentale ax-hby-hcz~2!k , e 

A 

tenendo presenti le relazioni del n. 24, si trova il primo membro =2< ; quindi y 
è il rapporto delle coordinate effettive ai valori sostituiti. 
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b) L' equazione del luogo de' vertici degli angoli retti circoscritti alla conica può 
ricevere anche un'altra forma. Infatti, ordinando rispetto ad x, y , z la equazione 

4I/-(*,y,z)-P=0 

diviene 

(V-t-W+2U'cosA).r'-+-. . . -2i-UcosA-hU'+W'cosB-t-V'cosC)y*-i-. . .=0, 
ovvero 

/V-hW-h2ircosA W-+-U-h2V'cosB U-i-V-t-2W'cosC\, 

V *H 1 )(ax-hby+cz) 

E 

Sotte questa forma chiaro apparisce che il luogo è una circonferenza; poiché 
contiene i punti comuni alla circonferenza circoscritta al triangolo coordinato 
(ayr-f bxx-\- cxy=0) ed alla retta all'infinito, cioè i punti ciclici. 

Nel caso della parabola .(E— 0), messa da banda la retta all'infinito , il luogo si 
riduce alla retta 

V+W-f 2U'cosA W-hlH -aVcosB , U-+-V+2W'cosC n 

x-i r y-\ 2=0 . 

a b 9 c 

quella stessa che pocanzi ci è occorsa sotto la forma 

IU-D r// 1V-D df EW—Ddf 
E d dx~*~ E* dy~*~ E f dz~°' 

Dal paragone di queste due equazioni risulta (n. <5) , indicando A una indeter- 
minata, 

A A II! — D |I V-t-W-f-2D , L , osA , w , W+U-+-2V'eosB ^ U+V+aW'cosC 

A I E (J a + h c ' 

A IV— D _„V-+-Wh-2U'cosA W-4-Uh-2V'cosB IT ,U-+-V-+-2\V'cosC 

A— — ~ — =W hV : hi) , 

I E A o b c 

A A 1W-D =y , V-hW+2U'co8A , l]< W4-l+2V'co S B w U+V-f2WcosC 
I E f a 6 c ' 



e viceversa 



V-hW-h2U'cnsA A/ IL— l) .IV— D . ,1W-Dv 

a ^—^"ET^X ) 

W-4-U+2VVosB Af ,11-1) IV— I) ,IW— lk 

b Tv hF eT hM — > 

c4_v_j_2W'cosc a/ ,u;- n ,iv_ r> iw— d 



a/ ii; — n ,iv_n iw— d\ 
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Per determinare A sommo le prime tre equazioni moltiplicate per a, l>, c: avrò 

2AA=E, — h-Eì— ; hEc— 

a 0 c 

che mediante le relazioni 

E a — W4— Ve 

U=- aE 4 E f -|-6E f E /l - r -cE 1I K fi =a6cbl(n 0 21 i,:ì)'), 

a 

diviene 

3 * N _2;oEA E t .+6F.,E,+cE,E/.) - (aE,+AE»- r -cE f ) (U 'a+Y't+ff» , 

-A — : 

noe 

ovvero 

DI 

T* 

39. Fuochi. I fuochi possono definirsi, fra gli altri, ne' seguenti modi: 1° come 
i punti d'intersezione delle tangenti condotte da' punti ciclici alla conica; 2° come 
centri di circoli nulli bitangentì alla conica; 3° come quei punti, dai quali tirando 
le coppie di rette coniugate, queste riescono due a due ortogonali. Delle quali de- 
finizioni la prima, dovuta a Pluckcr, vige per curve qualunque ; e la terza trovasi 
registrata come proprietà de" fuochi nel grande trattato del La Mire (I68.">). Kssc 
per altro rientrano agevolmente l'una nell'altra. Infatti le coppie di rette coniu- 
gate emananti da un fuoco , essendo ortogonali . formano una involuzione , della 
quale i raggi doppii sono le rotte che vanno dal fuoco ai punti ci /liei (n. 26, 3'); 
per conseguenza queste rette toccano la curva, cioè sono tangenti condotte dai 
punti ciclici. Si ritrova cosi la definizione del Pluckcr. D'altronde le due rette che 
vanno da un fuoco ai punti ciclici possono assimilarsi ad una circonferenza non 
avente di reale che il loro punto d'incontro; dunque ogni fuoco è centro di un cir- 
colo nullo bitangentc alla conica. 

Ciò premesso , ad ottenere le coordinate de' fuochi basta esprimere che la con- 
dizione di coniugio di due rette partenti dal punto (*', y',V) , 

(Ey /, ~4AE i y'+iA«V)XX'-+-(Ex"-41E 1) x'4-4A»U) W ' 

-[Ex' ì /'-2A(E,x'+Ej/', 1 -+-4A 2 NV'] ; X;ì.H X»=0 (n° 18, k] ), 

e la condizione di perpendicolarità 

XX'+jJi/*'-t-^;j.'-i-XV)cosC=<) (n° 19) , 

X X' 

coesistano per più di due sistemi di valori di -, — (n° 21), e quindi per più di due 

fi 
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X X' X X' 

sistema di valori di - h — — , il che importa di dover essere proporzionali i 
cofficienti di XX', jjljjl', Xjx'-hX>. Dunque si avranno le relazioni 
Ey'" — 4AEj#' -}- 4AH'=Ea:' , --4AE,.r'-hÌA , U 

=— ^ [Ex'y'-2A(E^+E„y')4-4A'W] , 

e le analoghe. 

Tutte queste relazioni , delle quali solo due sono indipendenti , chiamando w 
una quantità a determinarsi, si possono scrivere così : 

Es , -4AE ( ,r'-+-iA , U=4A , w , 

Ey"— UE^'-t-U'^lAV 

E//Y— 2A(E A z'-4-E r y';=— ÌA'ncosA, ' 
E:V — 2A(E ( .x'+F M s')+tA"V"= — 4AWosB , 
Ex'y'— 2AiEy4-E,;r')-»-iA 1 W'==-4AWsC. 

Alle stesse equazioni conduce la definizione del Plùcker. Infatto le direzioni delle 

dzia rti'p .±tf 

tangenti condotte da un fuoco es^endo (e , e , e ) ( n° 26), si avrà la 
relazione (n J 22 e 18 A)) 

±:2ia ±2t'2 
(Ey'^AEy-^A'ty +;ET»_4AE"x'+4A t U)c 

— 2[l>'i/'-2A'E,,x'+E, 1 y')+4A'W] e =0, 

elicsi scinde in due, dalle quali eliminando ora Ey'* — iAE A y'-}-i-A , V, ora 
Ev' 1 - 4AE„r'+4A l U, si ritrovano le (n). 
Le tre prime equazioni (a) danno x',y', z' in funzione di w: 

■ 

fc E a =pVEw-(EU-E fl -) 



ovvero (n° 21) 



E E,,— V Ew — DE tt 



fi) 



yj-l (E A ± VEcy^DE,.; = 



E E A q=\/Ew — DE" 

E E.+ VEio-DE* 
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Resta a determinare w. Moltiplicando per a, b, c le {b) e sommando si ha 
=ba V Eco— DE B =L6 V E< o— DE r ±c V E io— DE» =0 » 

ovvero 

a^Ew-DE^-K . . — 2AV(Ew — DE r )(Eco — DE, C ) — . . .=0. 

Ordinando rispetto ad w, si trova : 
1° per coefficiente di E'to 1 

aM-. . .-2AV-. . =-(a+A^)(— a-H+c)[o— 6-f c)(a+6-c) 

=-16 A»; 

2° per coefficiente di Ew 

2a"(— flM-*M-C*)DE»-<- . . .=4aAcD(acosÀE.H-//eosBEr-f-<:cosCEw] 

=4aWDI (n° 24,'»); 
3° per parte indipendente da w 

DW+. . . -26VE..E*-. . )=-4a B 6 s c m D > E («• 24, (7) ). 

Dunque la equazione in co è 

. a'Fc* DI « W D' n 

(e) b) — ■ — uh . — =0. 

W 4A* E 41' E 

a VA;* D 

(la quale si riduce alla (4)' del n° 33 mutando w in , _ .-co , ed alla (5)' mu- 

D 41 E 

tando w in ~w). 

E ; 

1 sa' 

Essendo P— , E>0, perchè somma di due quadrati (n° 26), questa equa- 
a b c — 

zione fornisce per w due valori reali w, w, , a ciascuno de' quali corrisponde un 
paio di valori per y' t :' nelle (b). Dunque vi sono due paia di fuochi. 

E siccome per uno stesso valore di io le [b) danno per semisomraa di valori di 
x', y\ %' le coordinate del centro 

2A 2 A 2A„ 

Xo ~ e L " * Vo== ¥ £ * * * 0== T ' 

cosi i quattro fuochi sono due a due simmetrici rispetto al centro. 

Inoltre il diametro che passa per due fuochi simmetrici , dovendo per la defini- 
zione di essi essere perpendicolare alle corde coniugate , è un asse. 

Finalmente dei quattro fuochi un paio è reale, un paio imaginario. Ciò deve ri- 
saltare dalle [b)\ e basta provare che il prodotto 

(Ew,— DEJ(Ew t — DE^rrE'w.w,— DEE.(io,-hw^-+-D*E.* 



• 
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è negativo. In fallo le relazioni (ìì, (5), (9) del n° 24 lo riducono a ' 
beli* 

— Ka'-A'-cVaAescnBsenQ^E,*'^ 

IT121 

a'— b*— c , H-2ócsenBspnC=2óccosAcosB , 
c'senBsenC— bc=— occos'C . /AenBsenC— oc=— occos'B : 

dunque 

(Ew,-DEJ(E(o 1 -DE 1( )=-^l'E r .cosC-E w -cosB)»<0. 

Del resto si può osservare clic, se si denotano con 

a-hi/3—0 , T -f-i5=0 
le tangenti condotte da un punto ciclico, saranno 

a— 1/3=0 , y— ÌS=0 
le tangenti condotte dall'altro. Ora le «4-^=0, a-//3=0 si secano nel punto 
reale (o=0, 0=0), e le T + ,5=0 , Y -,'a=o nel punto reale ( T =0,5=0); ma le 
a±*^ 0, Yn-tS—O non si secano in punti reali, poiché la prima ha reale il solo 
punt.. (a—O, 0=0), e la seconda il solo punto fr=0, 3=0) diverso dal precedente, 
m generale. 

Riepilogando, una conica possiede quattro fuochi, dei quali due si trovano sopra 
ciascun asse, c simmetricamente rispetto al centro. Di essi due, posti sullo stesso 
asse, sono reali, e due iraaginarii. I fuochi sono vertici di un quadrilatero imagi- 
nano circoscritto alla conica, del quale i rimanenti due vertici sono i punii ciclici. 

40. htoc/n nella circonferenza, nei sistemi di rette, nella parabola. 

Se la conica è circolare, o si compone di due rette, i suoi quattro fuochi coinci- 
dono nel centro. 

1° Nel caso della circonferenza , essendo 

1 Sw E==0 ' 

la (c) ha le radici eguali a 

aW DI DKm DE, DE» 
8A' 'E~T"""F~"r (n ° 2G) ' 

e le (b) porgono conseguentemente 

x'=x 0 , !/'= y 0 , z=z 0 . 

Lo stesso si prova osservando che le tangenti condotte dai punti ciclici ora non 
»ono altro che gli asintoti, i quali si incontrano nel centro. 
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ì° Nel caso delle due rette (D=0), la (c) e le (6) porgono 
w s =0; e x'=x 0 , y'—y Qt z'=z 0 

t 

Ciò si conferma osservando che le tangenti condotte per i punti ciclici ora non 
sono altre le che rette, le quali li uniscono al centro. 
3° Nel caso della parabola (E=0) la (c), ossia 

iA'Ew'— aWDIw4-a-AVn B =0 , 

D 

dà per w due valori, l'uno co,=oe , 1 altro w,= j. 

I valori di y\ z' corrispondenti ad w,= » riescono infiniti; de' valori corri- 
spondenti ad w f — y un sistema riesce infinito, l'altro finito, ed è 

A IU— D ,_A I V— D r _A 1W— D 

Adunque la parabola ha un sol fuoco a distanza finita. Esso giace sull'asse, essen- 
do il diametro che lo contiene perpendicolare alle sue corde coniugate. 

Gli altri tre fuochi sono i punti ciclici e il punto di conlatto della retta all' in- 
finito (centro) (*). 



(*) In conferma di ciò notisi che nella parabola, detti x, S, y gli angoli dei diametri 
con 1 lati del triangolo coordinato, c \, //, ? 1 loro Beni, si ha 

K li V 

da cui 

^t+ ^ *»-^2^«coaC=sil••(E, 1 •-^.Ei , -^-2E < ,EACOBC), 



ovvero (n. 7 e 24 (6)'), 

sen'C- - JfcVDI , k'~ - - . 
- a»fcV DI 

Ora la (c) , benché desse «,= 00, dà E«,=^^- D I= - -- 0 E«.,= 0. 
Quindi per », l e (&) danno x\ y\ *' properaionalt a 

E a à^\/ ~p-\-E a ; . . ; , ovvero a *± Vx^Ì, .... ovvero a e ±M \ 
coordinate defunti ciclici. E per Em t danno x\ y\ *' proporzionali a 

^"ÌV^eT*, . • • , ovvero a E Jt . . . 
(assumendo il segno -f-) t ovvero allo coordinate del centro. 



• • • 
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41. Direttrici. — Siano (ar,, y,, r,), (x t , y„ due fuochi corrispondenti ad un 
medesimo valore di io. Le loro polari , che diconsi direttrici della conica , e sono 
parallele all'asse che contiene gli altri due fuochi , avranno per equaiione com- 
plessiva 

Rc*la ad esprimere x t x t , y^ 1 -^y i x i ,. . mediante i coefficienti della fx,y,:)=0. 
Ora le tre prime equazioni (a) del n.° 39 danno 



4A* 4A 

JJ.XjSZ*— (U- w) , ; . . ,37,-1-0!,= — E a , 



e le altre tre, sostituendo in ciascuna ad x, y, z prima x t , y,, x v poi x t , y v x t , e 
sommando i risultati, dànno 

Efo.'.+Vr*»)— 2AE 6 (z,H-x 1 )-21E,-(y,-H/ 1 )-f-8A«(U'-f.wcosA).-=0 

da cui 

46A« 8A' 

i/ ) i ,+y.*' 1 =y^ — — (U'-MocosA),. . . , 

n 8A* 

y.r.-hy.z^fy^ì/^.H-^)— (y,r 1 -4-y,» 1 )=— (U'h-wcosA),. . . 

Quindi l'equazione delle due direttrici, portandovi questi valori di a?,», 

y^Vt-y,*,,. • • » diviene 

— 

ovvero (n.'3e 37) 

iD/lx,y,z)-wP=0. 

Vi sono due coppie di direttrici; la prima composta dalle polari de" fuochi reali , 
le quali sono reali ; la seconda dalle polari de' fuochi imaginarii, le quali sono ima- 

44 
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ginaric. U forma della equazione ora trovala prova che le direttrici formano un 
quadrilatero iscritto nella curva ed avente per vertici i punti imaginarii ove questa 
c incontrata dalle polari de' punti ciclici. Ciò per altro discende dalla definizione 
de' fuochi, la quale mostra che le tangenti condotte da' punti ciclici formano un 
quadrilatero completo circoscritto avente per vertici , oltre a'punti ciclici, i quattro 
fuochi. Quindi i punti di contatto de'suoi lati costituiscono un quadrangolo avente 
per lati le polari de'punti ciclici e le quattro direttrici. 

La equazione complessiva delle quattro ;direttrici si ottiene moltiplicando fra 
loro le due equazioni 

4D/(*,y,i)-<o l P=0 , 4D/Ix,y t »)-u> t P=0 , 

ove w, ed w, sono le radici della (c) n° 39, ed è 

a. m b*c* a*b % c* 

Indicando con 0=0 l'equazione della circonferenza luogo de' vertici degli an- 
goli retti circoscritti alla conica (n° 38 b)), cioè ponendo 

Q=lf{x t y, *)- jp, 

l'equazione delle direttrici piglia la forma 

Quando la conica è una parabola (E=0) , questa equazione si scinde nelle due 

p=o, Q=Ifl#,y,*)--jP=©; . 

delle quali la prima rappresenta le polari de* punti ciclici, e 1* altra si scinde nella 
retta all'infinito e nella retta (n.° 38 a)) 

III — D df IV— D df IW— D df 
E* dx* E» 'dy~*~ Ec 'dz~~ ' 

che è la polare del punto 

/A IU-I) A 1V-D A 1W— D\ 

\T e. T E é *T e, r 

cioè del fuoco a distanza finita : come doveva avvenire. 
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La direttrice della parabola può anche essere rappresentata dall' equazione 
(o. 38 b)) 

V-hW-h2U'cosÀ W+U-*-2Y'cosB U-fV4-2W'coaC 



a o c 

Quando la conica è una circonferenza, ossia quando 

1, -«v? E=0 ' 

l'equazione delle direttrici diviene 

[81/1», * *)-P]«=0; 



ma fu trovato (n.° 37) 



dunque allora le direttrici si confondono con la retta aH* infinito , che è appunto 
la polare del centro, nel quale cadono i fuochi. 

Quando la conica si riduce a un sistema di due rette, le direttrici, già parallele 
agli assi, bisettrici degli angoli delle due rette, coincidono con queste bisettrici. 

42. Altra equazione degli assi. Siano (* 0 , y 0 , zj, (*',y\ -O» (*> V» *) il centro, un 
fuoco e un punto mobile dell' asse che li contiene. Si ha dalle (b) 

x'— *o=±~ V Eto — DE*, ... ; 

quindi 



V/eu-E* V'Eto-DE, VEio-DE» 

ò l'equazione di quell'asse. 
E siccome si ha identicamente 

(E r -E w )(Ew-DEJ + ...=0, 

cosi sarà 

. (E,— E») (ar-Xo^-htE^-E.) (y-y 0 ) , -t-(E,-E r ) (*-z 0 )'=0 

la equazione complessiva degli assi (cfr. n. 30, e 33 equaz. (A)' e seg.). 

Notisi che le coordinate del punto all'infinito di un asse, o polo dell'altro 
e i seni degli angoli, che quell'asse fa con i lati del triangolo coordinato , sono 
proporzionali a 

V^E^DE., VEw-DE r , V'&o-DE* , 
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E i valori effettivi di tali seni si ottengono dividendo queste quantità per la metà 
della lunghezza dell'asse medesimo. 

Esaminiamo il caso che la conica sia parabola. Perciò osserviamo che nella ul- 
tima equazione la parte indipendente da i,y,:è 

(E^E»K*H- • • • =~X l • •] l WV- E, •) + • • •] , 

e siccome la quantità E^fE* 1 — .. . è nulla , così sviluppando la equazione , 
moltiplicandola per E, e poi ponendo E=0 , si avrà per l'asse della parabola 1" c- 
qu azione 

(E/-E f ^(E a «-AU)+(E c l -FO(E é y-AVO^(E,'-E 6 , j(E f x-AW)==0^ 

L'equazione del diametro condotto per un punto (a?, ,y ,,*,), non differendo da que- 
sta che per un termine costante, può mettersi sotto la forma 

(E A *-E e ^E 1 (x-x 1 )-f(E c , -E a «)E 6 (j/--y l )-h(E (J I -E 4 -)E f (r-x l )=0. 

Ancora, l'asse della parabola contenendo il fuoco e il punto all'infinito (E a ,E é ,E f ), 
la sua equazione può ricevere l'altra forma (n. 40 e 38 b)): 



1 

dx 



dy 



dz 



— 0. 



Y4-WjjgcogA W-fU+2V'cosB UfV+3W f cosC 
a b c 

a b c 

43. Equazione che dà le lunghezze de' diametri coniugati inclinati sotto un dato . 
angolo, e degli asti. La equazione ( n.° 7 ). che fornisce le distanze di un punto 
(«', y', z 1 ) a quelli ove la conica è intersecata da una trasversale condotta da esso 
in una direzione data (X, \t, v), quando si suppone che (x\ y', z') sia il centro , di- 
viene (n° U) 

UN) 1 s 



e fornisce la lunghezza 3 del semidiametro condotto nella direzione fissala dai seni 
X, |A, v. 

Similmente il semidiametro 3' coniugato col precedente, indicando conX', jx'.v', 
i seni relativi, è dato dalla equazione 

U'D 1 

(2) 



e 7(*»r 
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a) Dalle (1) e (2) si traggono le relazioni 

(3 ) a+a_ r /(XV v , } , 

(i) a'a- 161 ' 0 ' * 



E» '/^^,v)./{X', i ;.'y) , 

che cercherò di semplificare. 

A tale uopo siano X,,jjl,,v, i seni della direzione perpendicolare al semidiametro 
3: si ha(n°19) 

X=scna, n=senp, v=sen"]f; X,= -cosa, ;*,=— cosfi, v,=— cosf , 
e, chiamando 0 l'angolo de'semidiametri 3, 3', 

X =XcosO-t-X,scnÓ , jx'=ixcosft-+-^,senO , v'.-=vcosO-hv,scn© ; 
dalle quali relazioni risulta 

(■">) ^m)+A^^,.^)^*(xvx^4-...^«»'(H-i»i v < H--^. 

(6) /(X,,!*, ,v,)— /(X.ii.v^ucosSa-r-. . .H-2u'cos(p-Mf)-*-. . . , 

(7) A^^^^v0=eos i 0/"(X,lA l v)+sen6cose(^X l ^R 1 +^v f ^4-scnV(X l ,tl M v l ). 
Ora la condizione di coniugio (23) è 

dX d\k r rfv 

che può scriversi cosi: 
quindi la (7) diviene 

(8) AX',|x',v')=sen l OAX l ,i J i 1 ,v f )-cos t flAX^,v) ; 
e se ne ricava per via della (5) 

(9) /(X, /lt) v)-+-/(X',|x',v')=sen , 0[/(X,ti,v)+/\X l ,ix„v 1 )]=Isen , 6. 
Inoltre, la citala condizione di coniugio può scriversi sotto la forma 

2coIO/(X,}jl ) v)=usc n2a-h . . . H-2 u'scn(p-t-if) -K . . ; 

e sommando il suo quadralo con quello della (6) si ha (n° 26) 

l/IX„h,v,) ~/a,Mr+4cotVUM=l--~^ E ; 
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e sottraendo questa dal quadrato della (5), tenondo presente la (8), si ottiene 
140) /(x^^./tV^.v^^Escn-O. 
In forza delle (9) e (10), le (3) e (4) si riducono a 

(il) a%-a"= gy-, 

4AV6VD' 

Dopo ciò è manifesto che 8*. 8'* «ono le radici della equazione 

b) A questa medesima equazione poteva giungersi anche nel seguente modo. 
Se si moltiplicano per X, ji,ve si sommano le tre primo equazioni (3) del n° 33, 
con l' aiuto delle relazioni note (n° 7) 

oX+6|i4-cv=0 , acosA.X'-f ...=^-, 

si trova 

U'E \ 

ovvero, per la (1) , 

w= — 3*. 

aWD 

Quindi la (4) del citato n° 33 si muta nella equazione 

E siccome non cessa di esser verificata quando vi si muta il segno di senO, cioè 
applicandola a' diametri coniugati di quei due che essa determina , cosi in essa i* 
rappresenta il quadrato di uno qualunque di questi quattro diametri. Ha due dia- 
metri coniugati sono ordinatamente eguali a quelli che formano lo stesso angolo e 
che si trovano simmetrici con essi rispetto agli assi. Dunque , indicando con (D il 
quadrato di uno qualunque fra i due diametri coniugati inclinati sotto l'angolo 6 
fra loro, potremo nell'ultima equazione sostituire <D a 3*, e ritorneremo alla equa- 
zione (<»). 

La ripetuta equazione (©) può anche porsi sotto la forma (n° 33, (5) 1 ) 

a b b . /_. ECO 

— u 



AÉH-Etf-KD'cosA tajF v -f-(D'cosB ft£+E«,.-*-<D'cosC 



\ 4A B D/ 
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c) L'equazione che fornisce le lunghezze de' semiassi r, r\ è in conseguenza 
(R) R - H __R+ p—=0, 

chiamando R una qualunque dille quantità r\ r". E può porsi sotto l'altra forma 

a ^ _ 0 ( R .__!»\ 

E^-fR'cosA^lv + R'cosB rV+RcosC V 4A'l>/ 



k o) Se la curva è una ellisse (E>0), l'equazione (©) ha radici imaginaric, 
o reali e del segno opposto a DI, secondo che 



Dunque se Di è positivo, l'ellisse è immaginaria; e se DI è negativo, sono reali e 
diseguali le lunghezze dei diametri per i quali 

„ 46a* E 

sen6> ^vf»' 

(come p. e. gli assi), ed imaginarii quelli per i quali 

„ ^ *W E 

(come gli asintoti (n°36j. 
Sono eguali i due diametri coniugati per i quali 

16A* E 

a'oVf 1 ' 

Se la ellisse è una circonferenza ^l*— E=M)Y sarà fl=| , e i semidia- 
metri saranno tutti eguali alla quantità 

che è il raggio della circonferenza. 

b) Se la curva è una iperbola (E<0), le radici dell'equazione in <D sono reali e 
di segno opposto; quindi le lunghezze di due diametri coniugati sono una reale e 
l'altra imaginaria. E poiché gli asintoti sono reali e due diametri coniugati , for- 
mando con essi un fascio armonico, si trovano da parti opposte di uno stesso asin- 
toto, se ne conchiude che la iperbola si compone di due rami indefiniti compresi 
in due soli angoli opposti degli asintoti, e simmetrici rispetto al centro. 

Se sulle direzioni de' diametri le cui lunghezze sono imaginarie si portano dei 
segmenti eguali al coefficiente di i nella loro espressione algebrica, le loro estre- 
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mila comporranno un' altra ipcrbola , delta coniugata della precederne , e che ha 
comune con essa il centro, gli asintoti e le direzioni de' diametri coniugati (*). 

Quando la iperbola si riduce a due rette (D=0) , riescono nulli tutti i diametri 
non diretti secondo queste rette. 

Quando la iperbola è equilatera (1=0). i quadrati de'diametri coniugati riescono 
eguali e di segno opposto. t 

45. Relazione fra i semidiametri. 

a) Dall'equazione (<£>) si trae che nella ellisse la somma dei quadrali di due semi- 

a'òVDI 

diametri coniugati è costante ed uguale a — m — ; e che il prodotto di due 

semidiametri coniugati pel seno del loro angolo è costante , ovvero che il paralle- 
logrammo formato dalle tangenti negli estremi di due diametri coniugati è co- 
stante , ovvero che il triangolo formato da due semidiametri coniugati e dalla 
retta che ne unisce gli estremi è costante, ovvero che il parallelogrammo avente 
per diagonali due diametri coniugati è costante. 

Nella iperbola queste proprietà reggono, purché si osservi che uno de* quadrali 
de'semidiametri coniugati è negativo, e si sostituisca al semidiametro imaginario 
la lunghezza che rappresenta il coefficiente di i nella sua espressione. 

b) Sia la curva una ellisse (E>0), e siano 3, 3' due semidiametri coniugati, r, r' 
i semiassi. L'equazioni (<D), (R) danno 

E* ( ~~ n'AVienl 



r f E» (* SW j ' 



(*) Cerco l'equazione della conica coniugata con una conica data — Il ponto della co- 
nica A^Vi*)- 0 » cne tr0VMl »H' estremità del semidiametro di cui i b la lungheiaa reale o 
imaginaria e (*, p, ») la direzione , ha per coordinate 

da cui ti è ricavato 

h 

II- ponto della conica coniugata, che trovasi all'estremo del semidiametro, di cui la lun- 
ghezz* imaginaria o reale è ti e la direzione (\, p, »), è 

tessx.+4hh, y=y„+!Ì M , «sf.-f-ii» ; 

da coi si ricava 

4a*D 8a*D 
/"(x,y, *)= — iVU,f*.v)= , 

ovvero 

2D 

A*. y. »)~g<ax + byA- «)',= 0. 

Tal'è l'equazione richiesta — Essa prova cho la curva coniugata di una ellisse o iper- 
bola 6 un'altra ellisse o iperbola, arente comune con essa il centro, gli asintoti e le di- 
rezioni de' diametri coniugati , o gì' invarianti I, E. I loro discriminanti sono eguali e di 
seguo opposto. 
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ponendo, com'è lecito , 

, r'>r" , D>0. 

Se risulta 
Ma è 

r+i"=r m +r"; 

dunque 

r>>a« , r»<«Y»; 

vale a dire che r è il massimo, e r' il minimo semidiametro della ellisse. 
Nella iperbola, ove E, d", risono negativi, si giunge alla relazione 

da cui 

r -<3* , - r '*<-a • 

vale a dire che il semiasse reale è il minimo semidiametro. Esso dicesi asse tras- 
verso. 

Da quanto precede, e dalla 



e 

si deduce che nella ellisse D/"(X,ft,x) è negativo , r. ,-r^nde il massimo ed il minimo 
valore algebrico quando X, jx, v sono i seni delle direzioni dell' asse maggiore e 
del minore. 

Nella ipcrbola poi D/(X,ii,v) è positivo o negativo , secondo che l , ji, v indicano 
le direzioni de'diametri reali o degl' imaginarii, ed- è massimo per l'asse trasverso, 
minimo per Y altro asse (*). 

4B. Eccentricità. La distanta p di un fuoco dal centro è data dalla formola 

2p*senAsenBsenC=(x'— a;J*sen2A+(y'— y 0 )*seo , BH-(i'— * 0 )'sen2C, 

(*) QaaF è il massimo e il minimo valore di D/(*,y,*)? — Sopra un diametro la cai di' 
resione eia (*, p, v ) prendo un punto (x,y,e) alla disianza ±u sarà 



Donqne per due punti simmetrici rispetto al centro D/"(«,y,«) assum- lo stesso valore} e so 
questi si allontanano sopra un dismetro a partire dal «entro , Dfm, », a) tende a ±ao se - 



condo che"bAx,f*.»)^0» Patendo dal valere D/a,,y.,0=*-^-- 



Quindi nella ellisse, ove r>A^»f*i»)<T0, Df(z,y,t) acquista il massimo valore pel centro, questo è 

• ■ ■.Nell'iperbola poi, ove D/fctp,»)^), secondo che il diametro seoa o ao la curva, Dftx,y,*) 

prende tutti i valori da — «an-co, e Dftx.,y.,#.) è minimo su' diametri che intersecano la 
curva in punti reali, massimo sugli altri. 

13 
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che, in virtù dell'equazioni (b) n° 39, diventa 

, 8A» aWDI 
P== T W È 5 ' 

Bla la equazione (e) n.° 39 dà 

o'òVDL , /, 461» _\>| 

dunque 

vale a dire che il quadrato della distanza di un fuoco dal centro è uguale alla dif- 
ferenza fra il quadrato del semiasse che contiene quel fuoco, e l'altro semiasse. 

L'eccentricità, cioè il rapporto della detta distanza al semiasse su cui è contata, 
è data dalla formola 



Essa è nulla nel cerchio , minore dell' unità nella ellisse , maggiore dell' unità 
nell' iperbola , eguale a nella iperbola equilatera ; e nella parabola ha per 
valori 4 e oo . 

8'* 

47. Parametro. Dicesi parametro la quantità — . 
Si ha dalla equazione i©) 

/av_ oWp \ \ g'6'c'sen'e; S ( sa 1 y 20 

Va/ 2f? / 46A» E\ * ~Uc8en»c7u , W E \ ì)' 

A aW scnV f " 1 " V " a WsenV | 

è però i 

8* _8A^ (2D)« 

8""ao C sen*» (. / _46d]_ E v*\f 

J 1+ V ~ a'6V sen«o; j 

Nella parabola il parametro corrispondente al diametro che fa con le sue corde 
coniugate l'angolo 0 è 

aécsen'OV IV * 
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ed il parametro corrispondente all'asse 

~abc\v) ' 

48. Cerchio osculatore. Cercherò la equazione di questo cerchio per una curva 
di qualunque ordine. 
Sia /(a, j3,t)=0 l'equazione di una curva di ordine r, 

^^or4-~y4-^x^/(a,/3,if)=0, o 5*f=0, è quella della tangente nel punto (a, fi, v), 

(^^^H"^*)^*» fi, *)=0 , o V/==° » quella di una conica, che passa pel 

punto (a, fi, t), ed ha ivi la stessa Ungente : (conica polare di questo punto). 
Alla equazione del cerchio osculatore nel detto punto può darsi la forma 

(1) (to+my-hn^x/H-pS.VssO , o <p(tf, y, x)=0. 

Per determinare i mutui rapporti de' coefficienti /, m, n, p, esprimerò che que- 
sto cerchio passa per i punti ciclici 

(a 1= e<\ fi^e\ Yr=**) , («r=^-, ft=r», Y,=0 

(ove X, jì, v sono gli angoli di una direzione arbitraria con i lati del triangolo coor- 
dinato ) , e per un punto (a+a' , fi+fi' , v-h?") della curva infinitamente vicino 
a (a, fi, t). Avrò 

(2) /« t +m/3,4-nY,+pì^=0 f , 

(3) /V^.-"»7,+/>?V=0 

WN*f»p+* • •) («5- • ■)/■+ V/ 

(fa+m)5-HiT)+(te'H-m/3'-fnT')H-^ ÌJFòV? = °' 

Osservando che 

5af=0, 8 a Y=0, 

l'ultima equazione diviene 
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ma, essendo il ponto (a-»-a',...) nella curva, si ha 



/(a+a\y3+/3\T+f]=0, ossia A-^.^+W^aA+^V-^-— 0 . 



da cui 



quindi sostituendo, e facendo tendere a', fi', y (non i loro rapporti) verso zero, si 
ottiene 

l 4) /a-Hin/3+nir-Hp.2(r— 2)=0. 

Ciò posto, dovendo coesistere 1' equazioni (1), (2), (3), (4) lineari omogenee in 
/, m, », j>, sarà nullo il loro determinante ; e potrò ritenere 



(5) 









2xY 


a 




T 


2[r— 2) 


«, 




T, 


VA 
V 










«* 


ir* 





assumendo per valori di /, — m, », — p i determinanti della matrice formata dalle 
tre ultime orizrontali. 

A questa forma giunge il Caylcy ( Philosophical transactions, 1859, pag. 378): 
ignoro per qual via. 

49. Centro e raggio di curvatura. Passo a trovare le coordinale y 0 , * 9 ) del 
centro, ed il raggio p del cerchio osculatore, cioè il centro ed il raggio di curva- 
tura; de'quali il Cayley non si occupa , temendo di andare incontro a trasforma- 
zioni troppo faticose [Quartcrly journal, 1866, p. 46). 

Le coordinate del centro fanno assumere alle derivate della funziono y, x) 
valori proporzionali a a, b, c: quindi, indicando k una indeterminata, si ha 



(6) 



^=(te t H-m V# 4-»z 0 )^4-/5 x /+pi-a*, c /==*a, 
Ì.=(/x # +my 0 -Hnz 0 )^-l-n5 X( /+P~«x o V=*c; 



le quali equazioni, moltiplicate per x t , y 0 , z 9t e sommato, danno 

<K* # , y„ *J=k& ; 
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e moltiplicate pero, /3, 7 e sommate, danno 
o. per la (4) , 

Dunque le coordinate del centro verificano la equazione 

0) fK'o.y..*o)=»p3«o/'. 

Intanto, dovendo il centro trovarsi sulla normale in (a, fi, T ), avremo (n # 20) 

Ora, sommando i quadrati de' numeratori, moltiplicati per ften2A,9en2B,sen2C, 
si trova 

(x 0 — «)«sen2A+... ossia 2a è scnAsenBsenC ; 

* 

e facendo lo stesso per i denominatori, si trova 

2 \(lo) 2 ^osA-...|senA S enBscnC; 

quindi, ponendo 

*-®v..-4j««a-... 1 

ed indicando con 5. Y> ? 1 denominatori delle (8), queste divengono 
(10) *.^t+ 4-5, VtF ^+J^, 

VP Vp Vp 

E resta a determinare p. 

A tale uopo sostituisco nella (7) i valori (10) di ar 0 , y t , * 0 , ed ho 
ma 

? (a,/3,7)=0, a^O.St/crP, ..)?(a,/3,Y)=2fStAcq.(6))=2^P : 

per conseguenza la (7) diviene 



N 86 )( 



Semplificherò ora il denominatore 





w 






a 


0 


02) flU&= 













Ponendo 



> 2(r-2) 

Sol 
W 



da cui 
06) 

M7) 



(<3) L=^senC-^senB , M^senA-^senC , N^senB-^enA, 
si ottiene 

(14) 2,=/3A/+/3,3«/, ^-TAZ+T^ 

(15) 2,L=«,3 a /- fl| 3./, 2»M=^ a /-AV' 

e dalle (18) e (19) 

(20) (V^V+tV'A^W-V/). 

Ciò premesso, sottraendo nella (12) dalla prima orizzontale la terza e la quarta 
moltiplicate per^P^ A ^P5 a /, con l'aiuto delle (14), (17), (20), risulta 

0 0 0 *ty 

«i 0, Ti 
Ti 

Sostituendo nella (4 4) si conchiude 



60. Ponendo 



a 

P» 
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questa forinola si muta nell'altra 

ì • 
_ (a&c) (— aWX'— 6N'L'— cI/MO* 

( L ^ r S +B *) **** 

alla quale il Walton giunge per altra via (The quarterly journal 1864 p. 39). 
Indichiamo, egli dice, con <ty 1* angolo di due tangenti infinitamente vicine 



Sarà 



Ma dalle 

si trae 
quindi 



/<// df éf df\ 

rfa=*L', <//3~-*M\ cy=*N'; 
Ed è pure 

abc 

Dunque, riducendo, 

(idi \W 



aM'N'-+-oN'L'+cL'M' 
Inoltre 

ds =[— ^WW^*&+cMfiÌ\*= oAc(aM'N'H-oN'L'H-eL'M')]^. 

Per conseguenza , 

__ds _{abc)* (- gM'N'— 6PTL — pLTQi 

p 2A . * „, . <* Za^T . " ' 



51. Se la curva {{a, fi, y)=SS è una conica, ossia so 

8,V=2A*. ir, *) . 

l'equazione {\ ) del cerchio osculatore diviene 

f {x, y, xttlx+my+nxW+pfo, y, z)=0 , 
ove /,— m, n,— p, sono i determinanti della matrice 



a 



T 



0 



«i fin 
e la formola (21) del raggio diviene 



Ti 



fot, g, 7) 

V 

/"A. *V Tt) 
*anf 



P " 2/(L, M, N) ' 



Il cerchio osculatore incontra la conica ne' due punti ove questa è incontrala 
dalle rette 9^=0, lx-\-my-*-nz=0; de'quali tre coincidono con (a, fi, y), ed il ri- 
manente è il secondo punto d'incontro con lx+my-hnzs=Q, ossia 



Ora, considerando in questa equazione a, fi, y come variabili ,cx,y,z come 
date, essa rappresenta una conica, che passa pel puntn (x, y, j). Se dunque que- 
sto è un punto della conica data {[a, /3,y)=0, si potranno descrivere por esso tre 
cerchi che le siano osculatori altrove. Tra le coniche, che passano per i tre punti 
di osculo e per (x, y, z), vi è la circonferenza 



Si potrebbe anche dimostrare che il baricentro del triangolo avente per vertici i 
detti tre punti di osculo è il centro della conica, ossia che questo triangolo è mas- 
simo fra gì* iscritti nella conica (*). 

(•) E qui pongo termine al lavoro, giudicando che da quanto ho esposto apparisca ab- 
bastanza chiaro 11 concetto che lo ha dettato. 



y 



a fi ì 

*J**cf—tf**a/> fiJ«f«J-M*?*f* T/o.V-TfiAufy 




=0 
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